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Introduction

Ce mémoire porte sur ’étude de la cohomologie de de Rham. Il a permis de m’initier a la
fois a la topologie différentielle et a I’algébre homologique. En effet, la cohomologie de de Rham
est un outil en topologie différentielle au sens ot elle permet ’étude des variétés différentielles.

La construction de cette théorie cohomologique repose sur des propriétés algébriques des
formes différentielles, ainsi, avant de rentrer dans le vif du sujet, il a fallu que je me fami-
liarise avec les notions de variétés différentielles, de formes différentielles et d’intégration sur
ces derniéres. J’ai commencé ce travail par étape avec le cas des sous-variétés de R™ a l'aide
de la lecture de [7]. J’ai ensuite pu passer au niveau d’abstraction supérieur en m’intéressant
aux variétés différentielles, principalement grace a [8] et [5]. Dans un souci d’exhaustivité, j’ai
évité au maximum de faire des impasses. Par exemple, contrairement aux livres cités jusque
la, j’ai décidé de démontrer le théoréme de plongement de Whitney sans faire d’hypothése de
compacité. Ce travail préliminaire forme les deux premiéres parties de ce mémoire.

J’ai di ensuite m’intéresser a 1’algébre homologique, ce que j’ai fait a 1’aide de [11], il s’en est
suivi une gymnastique pour adapter ces nouveaux acquis & la théorie de de Rham : quelles
structures algébriques choisir 7 comment transposer a la cohomologie 7

Les troisiéme et quatriéme parties suivent un agencement proche de celui de [1] mais le contenu
s’en détache sensiblement. En effet, chaque résultat rencontré a donné lieu & une recherche bi-
bliographique pour essayer d’obtenir les hypotheéses les plus générales sans pour autant rentrer
dans un excés d’abstraction. Ce fait est par exemple visible dans I’étude de la dualité de Poin-
caré et du théoréme de Kiinneth dont les démonstrations ici reposent sur une analyse plus fine
de la topologie des variétés différentielles. De méme, j’ai essayé d’externaliser les méthodes et
les résultats généraux des démonstrations, comme en témoignent par exemple le paragraphe
dédié a une introduction a ’algébre homologique et celui dédié a I’étude des bicomplexes.
Dans la méme optique, la présentation de la cohomologie de Cech est plus générale sans faire
d’hypothése contraignante sur ’ensemble des indices d’un recouvrement par des ouverts.

Le mémoire se termine sur le théoréme de de Rham concernant l'isomorphisme entre la co-
homologie de de Rham d’une variété différentielle et sa cohomologie de Cech. Nous savions
déja, depuis le paragraphe sur 'invariance homotopique, que la cohomologie de de Rham ne
dépendait pas de la structure différentielle de la variété, mais seulement de sa topologie, ce
résultat reste néanmoins trés surprenant vu que la cohomologie de de Rham repose sur des
propriétés algébriques des formes différentielles alors que la cohomologie de Cech repose sur
la combinatoire des recouvrements par des ouverts.

A chaque nouveau concept, j’ai essayé de tirer profit des différents points de vue que m’ap-

portait la littérature afin d’obtenir la présentation qui me semblait la plus pertinente. J’ai
ainsi di faire certains choix, par exemple la construction des formes différentielles, mais tout
en essayant de préciser I'existence de méthodes alternatives. Dans certains cas et dans un souci
de généralité, j’ai pris la décision de présenter plusieurs visions possibles d’'un concept, il a
alors fallu réaliser un travail pour choisir 'agencement et les relier les unes aux autres, c’est
par exemple le cas pour 'orientation des variétés différentielles.
La bibliographie contient les ceuvres qui m’ont été le plus utiles. Elle est cependant incompléte
au sens ol certaines idées et certaines méthodes proviennent de la lecture de passages de livres
que j’ai parcourus et dont je n’ai plus forcément la référence. C’est particuliérement le cas pour
la démonstration du théoréme de plongement de Whitney.

J’ai rédigé ce mémoire en gardant constamment & ’esprit le souhait que quiconque, sans
connaissance préalable en topologie différentielle et en algébre homologique, puisse comprendre
et tirer profit de ce travail. J’ai ainsi fait le choix de donner les preuves les plus élémentaires
possibles. Un trés bon exemple concerne le paragraphe sur les recouvrements simples : on
trouve généralement dans la littérature une preuve de l'existence pour tout recouvrement par
des ouverts, d’un raffinement étant un bon recouvrement, et ce utilisant un argument (souvent
incomplet) de géométrie riemannienne, alors que ce mémoire contient une preuve élémentaire
de Pexistence d’un raffinement simple basée sur [10].

C’est aussi dans cette optique que j’ai essayé, d’une part, de faire ressortir les arguments gé-
néraux en les externalisant, et d’autre part, de ne pas rester trop théorique en donnant un
certain nombre d’exemples et d’applications.
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1 Variétés différentielles

De fagon informelle, une variété de dimension n est un espace topologique localement
homéomorphe & un espace euclidien de dimension n. Ainsi les variétés différentielles sont des
espaces topologiques admettant un recouvrement par des ouverts homéomorphes & des ouverts
de R™ et dont les intersections de deux ouverts sont compatibles selon un sens qu’il reste a
définir.

Par analogie, on peut voir ces ouverts comme les cartes d’un atlas géographique avec une
certaine redondance sur les bords des cartes pour pouvoir les mettre bout a bout.

1.1 Définition

—(Définition 1.1 : atlas) .

Un atlas de classe CP, p € NU {oo}, et de dimension n € N* sur un espace topologique
X est la donnée d’un ensemble de couples {(U;, ¢;)}ier tel que :

(i) Vi € I, U; est un ouvert de X et ¢; est un homéomorphisme de U; sur un ouvert
de R™.

(i) X = U
iel
(iii) Vi,j € I, pj o ;" : pi(U; NU;j) = ;(U; N Uj) est un CP-difféomorphisme.
of Ui

Pi
©:(Us;)

v (Ui NU;) ©i(U; NU;)
~, CP

—1
PioP;

. J
Remarques 1.2 :

Vi,j € I, ¢;(U; NUj;) est un ouvert de R™.

Le couple (U, ¢;) est une carte de l'atlas.

Sixz e U, (Ui, p;) est une carte en x.

Si @;(x) =0, (U;, ¢;) est une carte centrée en x.

Le n-uplet p;(z) = (¢4, (2), ..., ¢, (z)) représente les coordonnées locales de x associées
a la carte (U;, ;).

L’application ¢; o gpi_l est nommeée application de changement de cartes.

ﬁ[Déﬁnition 1.3 : atlas compatibles] ~
Deux atlas de classe CP sur X sont compatibles si leur réunion est encore un atlas de
On parle aussi de la classe C? sur X, il s’agit d’une relation d’équivalence.
structure différentielle Chaque classe d’équivalence admet un représentant privilégié : [’atlas mazimal obtenu
de la variéte. en considérant la réunion de tous les atlas compatibles (qui est encore compatible).
. J

Remarques 1.4 :

e Pour vérifier que deux atlas sont compatibles il suffit donc de vérifier qu’étant données
une carte (U, ¢) du premier atlas et une carte (V,1) du second atlas, 'application de
transition p o=t : (U UV) — ¢(U U V) est un CP-difféomorphisme.

e Tout atlas est donc contenu dans un unique atlas mazimal pour 'inclusion.
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Définition 1.5 : variété différentielle]

Les hypothéses Une variété différentielle de classe CP, p € N*, et de dimension n € N* est la donnée
topologiques séparé et d’un espace topologique M séparé et a base dénombrable, et d’un atlas maximal sur M
a base dénombrable de classe C? et de dimension n.

permettent de

construire une partition

de I'unité. Voir la Remarques 1.6 :

section 1.6 page 14. e Une variété topologique est une « variété différentielle » de classe C°.

e Une variété différentielle lisse est une variété différentielle de classe C'*°.

e Par définition de ’atlas maximal, pour montrer qu’un espace séparé et a base dénom-
brable est une variété différentielle, il suffit d’exhiber un atlas.

e Une variété de classe CP est aussi de classe C*, V& € [0, p].

Exemple 1.7 : la sphére S* ¢ R*+!

Soient N = (1,0,...,0) et S =(—1,0,...,0). Posons Uy =S"\ {N} et Us = S"\ {S}.

On construit la projection stéréographique de S™ sur ’hyperplan équatorial H = {xg = 0} ~
R™ par rapport & N en associant & tout point € Uy lintersection de (Nz) et de H. De
méme pour la projection stéréographique par rapport a S.

UN — R™
Apreés calculs on obtient iy : = ﬁ(xl, cey ) et
US — R™
'I:Si T — ﬁ(zl,...,l‘n) .
Il s’agit d’homéomorphismes d’inverses iy' (y) = Hy\|12+1 (Il = 1,2y1,...,2yn) et
i3 () = o (Il + 1,201, ., 250).
R\ {0} — R™\{0}
L’application de changement de cartes est donnée par ig o i&l : Y — I ysz

Exemple 1.8 : I'espace projectif réel P"R

En utilisant la définition de P"R comme quotient des points antipodaux de S™ on vérifie que
P"R est séparé.

La relation d’équivalence sur R" ™1\ {0} qui définit P"R est ouverte, donc comme R™*1\ {0}
admet une base dénombrable, il en est de méme pour P"R.

Nous allons munir P"R d’une structure différentielle lisse de dimension n.

Posons U; = {[zg : ... : x,] € P"R, x; # 0} pour 0 < i < n. Comme la relation est ouverte,
on vérifie aisément que U; est un ouvert de P"R.
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1.2

Pour ¢ = 0,...,mn, ¢; : [zg:...:2y] r— (i—‘;,,%,,%) ou It signifie
que l'on omet cette entrée, est un homéomorphisme d’inverse gai_l so(ar, .., an) —
[ai,...,ai_1,1,a;,...,a,] (en effet @; o pr : R\ {0} — R" est continue donc ¢; est
continue et pro ¢, ! est continue donc ¢! aussi).

On vérifie maintenant facilement que {(U;, ¢;)} est un atlas dont les applications de change-
ment de cartes sont C'™°. |

Remarque 1.9 : de la méme fagon, on montre que P"C est une variété différentielle lisse de
dimension 2n (cette fois ;(U;) = C" ~ R?").

Applications différentiables

Nous ne savons faire du calcul différentiel que sur des ouverts d’espaces vectoriels normés.
L’intérét des variétés est de pouvoir faire du calcul différentiel localement en se ramenant &
des ouverts de R™ via les cartes. D’oul la définition suivante.

{Déﬁnition 1.10 : application lue dans deux cartes} N

Soient f : M — N une application entre deux variétés, (U, ) une carte de M et (V, )
une carte de .
Alors lapplication f lue en (U, p) et (V,) est ho fop™t:oUN f7HV)) = (V).

S J

{Déﬁnition 1.11 : application de classe C? en un point] N

Une application f : M — N entre deux variétés différentielles de classe CP est dite de
classe C? en x € M, s’il existe une carte locale (U, @) de M en x et une carte locale
(V,4) de N en f(x) telles que f(U) C V et que l'application f lue dans ces cartes soit
de classe C? en ¢(z).

- J
Remarques 1.12 :
e En particulier une application de classe CP en x est continue en x (localement f =
Yo (o fop ) oyp).
e On dira que f est différentiable lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité et que p > 1 (si p = 0,
on a une application continue).
e Une application lisse est une application de classe C° entre variétés lisses.
e On peut remplacer 'hypothése f(U) C V par f continue de sorte a ce que f~1(V) soit
un ouvert.
e Une des cartes est inutile si une des deux variétés est un ouvert d’un espace euclidien
R™.
e La définition est cohérente du fait de la régularité des applications de changement de
cartes : elle ne dépend pas du choix des cartes.
Démonstration :
Soient (U, 1) et (Usz,p2) deux cartes en = et (Vi,v1) et (Va,1P2) deux cartes en f(x),
oo fopyt =taotito(rofoprt)oprowy! de pa(Ui NUz N f7H (VAN V3)) dans
Yo (Vi N V3), done si 4y o f oyt est de classe CP en ¢y (x), alors ¥ o f o oy ' est de classe
C? en pa(x). |

Remarque 1.13 : On déduit de cette démonstration que si f : M — N est de classe C? en x
alors I'application lue en n’importe quelles cartes en x et f(x) est CP.
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{Déﬁnition 1.14 : application de classe C? entre deux variétés] ~

Une application f : M — N entre deux variétés différentielles est dite de classe C? si
elle ’est en tout point de M.

S J

{Caractérisations 1.15] N

Soit f : M — N une application continue entre deux variétés. Alors sont équivalents :
(i) f est de classe CP.

(ii) il existe un atlas U de M et un atlas V de N tels que pour toutes cartes (U, ¢) de
Uet (V) de V,pofoptest CP.
(ili) pour toutes cartes (U, ) de M et (V,9) de N, ¢po foep~! est CP.

. J
Remarque 1.16 : il suffit donc de vérifier 'aspect CP sur un atlas définissant la structure dif-
férentielle.

Le théoréme de composition des applications de classe C? se généralise aux applications
de classe CP entre deux variétés :
Théoréme 1.17 : composition d’applications de classe Cp]

Soient f: M — N et g : N — P deux applications de classe C? entre variétés différen-
tielles alors go f : M — P est encore de classe CP.

.
Démonstration :

Soit © € M, comme [ est de classe CP en z, il existe une carte (U, ) en x et une carte
(V1,71) en f(z) telles que 110 fop™ 1 p(UN f71(V1)) — 91(V1) soit de classe CP. Comme
g est de classe CP en f(z), il existe une carte (V,%z) en f(z) et une carte (W, §) en g(f(x))
telles que £ o gothy ! 1 b (Vo N g™ Y (W)) — &£(W) soit de classe CP. Donc o (go flop™! =
(oyg oqp;l) o (g0 1/1;1) o (110 fop™t) est de classe CP en ¢(z). ]

{Déﬁnition 1.18 : Cp—difféomorphisme]

Un CP-difféomorphisme entre deux variétés est une bijection de classe CP dont la réci-
proque est aussi de classe CP.

-

Remarque 1.19 : lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité on parlera simplement de difféomorphisme.

Remarque 1.20 : les variétés différentielles de classe CP forment une catégorie dont les mor-
phismes sont les applications de classe CP.

Attention : deux structures différentielles sur un méme espace peuvent étre difféomorphes
mais distinctes, c¢’est-a-dire pas définies par le méme atlas maximal.

Par exemple, I'atlas {(R, V/¢)} définit sur R une structure difféomorphe a la structure cano-
nique {(R,t)}, mais différente.
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Exemple 1.21 : la sphére de Riemann

Nous savons que P'C est une variété différentielle lisse de dimension 2 dont un atlas est
{(Uo,¥0), (U1, 1)} ot

UO — (C’:RQ
Uo = {[zo: 21] € PIC, #0}, wo: [wo:x1] L1

Zo

U, — C~R?
Up ={[zo:21] € P'C, 21 #0}, o1 : [v0:71] +— =

Z1

c —
L’application de changement de cartes est donnée par 2z +—

Q

W =

rPiC — S

En posant S = CU{oo}, s: [zo:@1] ~— I est une bijection et permet de transporter

la topologie et la structure différentielle de P1C sur S :

U() — C
Up=C, pg: 2z +— =z

U1 —
Uy =C"U{oo}, p1: 2z +—

NEY®)

Nous allons montrer que S est difféomorphe & S C R3 (voir 1.7). Considérons la projection

S? — S
stéréographique par rapport au pole nord N = (1,0,0), s : (zg,z1,22) +—— 0011%;1’02 oll

5(1,0,0) = oo. Nous savons déja que la restriction sjs2\(n} = in : S2\ {N} = C ~ R? est

un difféomorphisme. Il reste a vérifier qu’il s’agit d’un difféomorphisme local au voisinage de

N. Pour cela, on utilise la carte (S?\ {S},is) a la source et la carte (Uy, 1) au but, alors
R2~C — C~R?

<plosoi§1:<ploiNoz’§1: z — z . |

f—[Déﬁnition 1.22 : variété produit]

Si M et N sont deux variétés de classe CP munies d’atlas respectifs {(U;, ¢;)}ier et
{(V},%;)}jes alors on munit le produit M x N de latlas de classe C? {(U; x Vj,@; x
¥i)}agersa-

-

Remarque 1.23 : il est alors facile de vérifier que pri : M X N — M et pro : M x N — N sont
de classe CP et pri : M x {n} = M est un difféomorphisme pour n € N.

ﬁ[Déﬁnition 1.24 : sous-variété (réguliére)} N

Une partie N d’une variété M de dimension n est une sous-variété de dimension p si
pour tout m € N il existe des voisinages ouverts U et V respectivement de m dans M
et de 0 dans R™ et un difféomorphisme f: U — V tel que f(UNM) =V N (RP x {0}).
Cela revient a dire que pour tout m € N, il existe une carte (U, ) contenant m telle
que o(U N N) est une sous-variété de R™ de dimension p.

. J
Remarque 1.25 : Alors {(U NN, pn)} est un atlas pour la topologie induite ot ¢ est donnée
par les p premiéres coordonnées de ¢. Une sous-variété de dimension p est donc une variété
de dimension p.
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1.3

1.4

Remarque 1.26 : une sous-variété de R™ est donc une variété.

Espace tangent en un point

Soit M une variété différentielle et m € M. Posons CM = {c: I — M, I intervalle ouvert, 0 €
I, ¢(0) = m, c de classe CP}.
Deux courbes de CM sont tangentes en m s’il existe une carte (U, ¢) en m telle que (pocy )’ (0) =
(0 c2)(0).
Cette condition ne dépend pas du choix de la carte :

Si (V,4) est une autre carte alors
(¥oe) (0)=(Woptopoce)(0) = dyum)(¥op)((poc)(0) =

On a donc défini une relation d’équivalence sur CM | d’ot :

Définition 1.27 : Espace tangent]

Une classe d’équivalence est un vecteur tangent & M en m et on nomme espace tangent
a M en m l'espace quotient noté T,, M.

On va désormais munir 7, M d’une structure d’espace vectoriel.
.M — R™
Si (U, ) est une carte en m, on pose f,: ¢ — (poc)(0) oun=dimM. Alors 6,

est injective par définition et surjective car si v € R, 6,(¢) =v o c: t = ¢~ (tv + ¢(m)).
Sig&,ne M, AeR, onpose & +n=0"(0,(&) +0,(n) et A& =0, (A,(€)).

Si (V1)) est une autre carte en m alors (6, o 977)1)(1)) = [dym)(pov™)] (v).

On obtient donc bien une structure d’espace vectoriel indépendante de la carte et 0, : T, M —
R"™ est un isomorphisme d’espaces vectoriels. En particulier dim 7}, M = dim M.

Remarques 1.28 :
e Si U est un ouvert de M alors T,,U = T,, M.
o Tl (M x M') =T, M & T,y M.

Différentielles

{Déﬁnition 1.29 : application différentielle} N

Soit f : M — N une application différentiable entre variétés différentielles; alors pour
M N
G Gy | o
tout m € M lapplication ¢ +~— foc passe au quotient en une application

linéaire Ty, f : Ty M — Tg(,,) N nommée différentielle de f en m (ou application linéaire
tangente de f en m).

Si (U, p) est une carte en m et (V,1)) est une carte en f(m) alors comme 1) o f o ! est

différentiable et que (Yo fo@ ) o (poc) =1 o focon en déduit que 'image de courbes
tangentes sont tangentes.
De plus le diagramme suivant commute :

TuM —L TN

o Jov

Rdim M Rdim N

de(m) (Yo fop™)

En particulier f : U — V ou U et V sont respectivement des ouverts de R™ et de R™ alors
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T, U =TR" et Ty, )V =R™ et on retrouve la différentielle usuelle T, f = d,. f.

ﬁ[Proposition 1.30 : composition des différentielles]

Sif: M — Netg: N — P sont deux applications différentiables entre variétés alors
Vm € Ma Tm(.g © f) = Tf(m)g OTmf~

Démonstration :

Si (U, ), (V,4) et (W, x) sont respectivement des cartes en z, f(z) et g(f(z)), alors on
se raméne au théoréme de composition des différentielles usuelles & l'aide du diagramme
précédent, appliqué & g o foyp et aogoyxy L [ |

~— Corollaire 1.31

Si f: M — N est un diffeomorphisme alors T}, f est un isomorphisme et (T, f)~! =
Tf(m) (fil)'

Remarques 1.32 :

e Si dimM = n et si (U ) est une carte alors 8, = T, : T,, M = T,,U — R”
donc 0" (e;) = Typm) (0™ ")(es) est une base de T, M et (T,,¢; est la base duale ou

©=(P15-++>%n)-
e Sur lintersection de deux cartes, on change facilement de bases : T, 1

go(m)'(/) cpTT =
Tinth © Typmye ™" = Ty ™" = Typm) (W 0 0™ 1) 0 Tymytp™!
e Sif:M—=R, Tpfob," estla differentielle de fo ™" : o(U) = R.

e Si M est une sous-variété de R™ et si ¢ : M — R™ est 'inclusion naturelle alors T;,,7 est
un isomorphisme entre T,, M 'espace tangent en m pour les sous-variétés de R".

Exemple 1.33 : espace tangent de S™ en un point

On déduit du dernier point que si z € S"™ alors T, S" ~ kerd, f = {y € R"*!, (z]y) = 0} on
R — R
fo (xoy...,mp) > a34+...+22 . |

n

Nous pouvons généraliser les notions d’immersion et de submersion. Nous pouvons aussi
obtenir des versions de nos théorémes classiques de calcul différentiel :

ﬁ[Théoréme 1.34 : inversion locale pour les VariétésJ N

Soit f: M — N lisse entre variétés différentielles de méme dimension.
Soient m € M, (U, ¢) une carte en m et (V,4) une carte en f(m).

dfi _
Posons fl = 1/12 © f et dsﬁj = mfi(Tga(m)(SO 1)(6]')).
S : df; . .
Si le jacobien det est non nul alors f est un difféomorphisme local en m.
i lm

J

-
Remarque 1.35 : det [:jfz

} # 0 & T, f isomorphisme (matrice dans les bases usuelles).

@Jm

Démonstration :
Ty f isomorphisme < do () (Yo fo ©~1) isomorphisme = 1o f o ! difféomorphisme local
en p(m) par le théoréme d’inversion locale usuel = f difféomorphisme local en m. |
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1.5

{Théoréme 1.36 : du rang constant] N

Soit f : M — N une application lisse entres deux variétés différentielles M et N de
dimensions respectives m et n.

Supposons que f soit de rang constant égal & k sur un voisinage d’un point p de M, alors
il existe des cartes (U, ) et (V, 1)) centrées respectivement en p et f(p) telles que pour

(r1y..srm) €@U), (o foo™ ) (re,...,7m) = (r1,...,7,0,...,0).

N\ J
Démonstration :

Soit (U, %) et (V,1) des cartes respectivement en p et f(p). Alors 1o f o~ ! est de rang
constant égal & k sur un voisinage de 3(p).

D’aprés le théoréme du rang constant dans les espaces R, il existe un difféomorphisme G
sur un voisinage ouvert de p(p) dans un ouvert de R™ et un difféeomorphisme F sur un
voisinage ouvert de 1 o f(p) sur un ouvert de R™ tels que Fovofop oG (ry,...,rm) =
(r1,...,7%,0,...,0). Il sufft alors de poser ¢ = GoP et yp = F o). |

~— Théorémes 1.37 N

Soient M et N deux variétés différentielles de dimensions respectives m et n.

(i) (théoréme d’immersion) Si f : M — N est une immersion en p € M alors il
existe des cartes (U, ) et (V) centrées respectivement en p et f(p) telles que
pour (r1,...,mm) € p(U), (o fop ) (ri,..., m) = (r1,...,7m,0,...,0).

(ii) (théoréme de submersion) Si f : M — N est une submersion en p € M alors
il existe des cartes (U, ) et (V,1)) centrées respectivement en p et f(p) telles que
pour (11,...,7m) € @(U), (o foo ™) (r,...,7m) = (11,...,70).

- J

Démonstration :

C’est un corollaire immédiat du théoréme du rang constant et du lemme suivant :

Sif: M — N est une immersion (resp. submersion) en p alors f est de rang constant
égal & m (resp. n) sur un voisinage de p.

Avec les notations du théoréme d’inversion locale, T), f est injective (resp. surjective) si et
seulement si m < n et rg (%) =m (resp. n < m et rg = n). Donc f est une immersion
J

(resp. submersion) en p si la jacobienne de f en p est de rang maximal.

Or D = {x € M, la jacobienne en x est de rang maximal} est un ouvert : notons k le rang
maximal, alors le complémentaire de D est I’ensemble des points ot le rang est < k, ce qui
revient & annuler les mineures, c¢’est donc ’ensemble de zéro d’un nombre fini d’applications
continues, et donc un fermé.

Ce qui démontre le lemme. |

Le fibré tangent

Nous allons voir que I’ensemble des espaces tangents d’une variété admet une structure de
fibré vectoriel : on obtient un foncteur de la catégorie des variétés dans la catégorie des fibrés
vectoriels.

Soit M une variété différentielle de dimension n et de classe C?, p > 0, on note TM =

|_| T M et si (U, @) est une carte de M on pose TU = |_| T,U = |_| TnM.

meM meU meU
L’application @ : (m,§) — (p(m), Tmp(£)) est une bijection de TU dans ¢(U) x R™ (on

rappelle que T, ne dépend pas de m mais que de U et que T,,p(§) donne les coordonnées
de £ dans la base usuelle, voir 1.32).
Si {(U;, ¢i)} est Iatlas maximal de M, on munit TU d’une topologie en imposant les conditions
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suivantes :
(i) Les TU; sont des ouverts.
(ii) Les ®; sont des homéomorphismes.
Ainsi, Q C TM est un ouvert si et seulement si Vi, ®;(Q2NTU;) est un ouvert de ¢(U;) x R™.
0;(U;NU;) xR* — 0i(U; NU;) x R™
L’application ®; o <I>j_1 : (y,v) — ((piow; "N (y), Ty (i °p; (v)) est un

CP-difféeomorphisme.
Ainsi TM est une variété de classe CP~1 et de dimension 2n pour 'atlas {(TU;, ®;)}.
ﬁ[Proposition 1.38]

La projection canonique p : TM — M est un fibré vectoriel de rang n.

.
Démonstration :

p Y U) =TU; —s  U; xR®
11 suffit d’introduire les trivialisations ; : e T, U; — (2, Tppi(§)) . [ ]

On nomme donc T M le fibré tangent de M.

Remarquons que f: M — N de classe CP entre variétés différentielles induit une applica-
tion Tf : TM — TN de classe CP~! donnée par les (T}, f)zens et dont la restriction & chaque

fibre T, M est I’application linéaire T, f : TM LN TN .

De plus T'(go f) =TgoT}f.

On rappelle qu’une section est une application continue s : M — T'M telle que pos = idy
(ie Vx, s(x) € T, M). On note I'(T'M) l'espace vectoriel des sections.

Remarque 1.39 : si U est un ouvert de R™ alors TU est un fibré trivial et donc I'(TU) s’iden-
tifie aux applications continues de U dans R™.

ﬁ[Déﬁnition 1.40 : champ de vecteurs] N
Il s’agit d’une sorte de Un champ de vecteurs X d’une variété M est une application X : M — T M telle que
section, possiblement po X = 1d.
discontinue, dont on M — TM
s’intéressera a la Onnote X: m — X,
régularité.

- J

Remarque 1.41 : si {(U;,p;)} est un atlas d’une variété différentielle M de classe CP, on
remarque a ’aide de D’atlas correspondant sur TM qu'un champ de vecteurs de classe CP
est la donnée d’une famille d’applications X; € CP(U;,R™) compatibles au sens ou Va €

Ui NUj, Xi(@) = dg, @) (i 0 5 ) (X (2))-
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1.6 Partitions de 'unité d’une variété

{Déﬁnition 1.42 : partition de l’unité] N

On doit la notion de

partition de I'unité On appelle partition de l'unité d’un espace topologique X une famille de fonctions conti-

(1937) & celui qui a nues (p;)ier définies sur X et a valeurs positives telle que pour tout x € X on ait les
donné son nom au conditions suivantes :
laboratoire : . . . . .
JEAN ALEXANDRE (i) 11 existe un voisinage de x tel que toutes les fonctions p; sauf un nombre fini sont
DIEUDONNE nulles sur ce voisinage.
(introduite de fagon .

() 3 pile) =1

indépendante et
) ) iel
simultanée avec

SALOMON BOCHNER). L )

Remarque 1.43 : lorsque X est une variété, nous dirons qu'une partition de 'unité est de classe
CP si les p; sont de classe CP.

ﬁ[Déﬁnition 1.44 : partition de 'unité subordonnée a un recouvrement] ~

On appelle partition de lunité subordonnée au recouvrement (U;);c; de X une partition
de 'unité de X indexée par le méme ensemble [ et telle que pour tout ¢ € I le support
de p; est inclus dans U;.

S J

~— Lemme 1.45 ~

Toute variété différentielle M admet une base dénombrable dont les éléments ont une
adhérence compacte.

- J

Démonstration :

Soient B une base dénombrable de M et & C B l'ensemble des éléments de B ayant une
adhérence compacte.

Nous allons vérifier que S est encore une base de M.

Soient U un ouvert de M et x € U. Comme M est localement euclidien on peut trouver un
ouvert V de M dont la fermeture est compacte et vérifiant x € V' C U. Comme B est une
base, il existe B € B tel que #+ € B C V C U. Alors B C V donc B est compact comme
fermé d’un compact. Ainsi B € S. Ce qui conclut la preuve. |

ﬁ[Proposition 1.46] ~

Toute variété différentielle M admet une suite (V,,)nen d’ouverts telle que :
i) vcWVocVvicViC...
(ii) V;, est compact.

(i) M = | J Vi

n>0

. J
Démonstration :

D’aprés le lemme 1.45, M admet une base dénombrable { B, } ey telle que Vn € N, B,, soit
un compact.

Posons Vo = By, comme By est compact il existe ig > 0 tel que Vo C BoU By U... U B;,.
Supposons (Vo, i), - -, (Vin,im) construits par récurrence alors comme V,, est compact il
existe i1 > Gy tel que V,, C BpU...UB Posons V41 = BpU...UB Alors
Vins1 = BoU...U im+1 €5t compact comme réunion finie de compacts.

La suite (V;,)nen ainsi construite convient. [ |

inL+1 : 7;m,«%»l *
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Définition 1.47 : fonction plateau]

Une partie est Une fonction plateau sur une variété M de classe CP est une fonction de classe CP définie
relativement compacte sur M et & valeurs dans [0, 1] pour laquelle il existe deux ouverts relativement compacts
lorsque son adhérence UetVavec U CV tels que supp f CcCVetVee U, f(:Z?) =1.

est compacte.

L’exemple suivant va nous étre utile dans la suite :
Exemple 1.48 :

Si U et V sont deux boules ouvertes de R de méme centre avec U C V, il existe une fonction
lisse égale & 1 sur U et a support inclus dans V.

e s It < a

. est lisse. L’application
0 sinon

Remarquons que application réelle f(t) = {

[* fa(wdu . . .
ga(t) = “3=2——— est aussi lisse et vaut 0sit < —aet 1sit > a.
f—oo fa(u)du
11 suffit donc de prendre une fonction de la forme x +— g, (b — ||z]))- |

f—[Proposition 1 .49]

Soit U un ouvert d’une variété différentielle de classe CP. Alors pour tout z € U, il existe
un ouvert relativement compact V' contenant x tel que V' C U et une fonction plateau
égale & 1 sur V et a support inclus dans U.

N\
Démonstration :

Soit (U, ) une carte telle que z € U’ C U.

1l existe 71,72 > 0 tels que B(p(x),r1) C B(p(z),r2) C o(U").

D’apreés lexemple 1.48 il existe une fonction plateau g de R™ qui vaut 1 sur B(p(x),r1) et 0
en dehors de B(p(z),732).

Comme le support de go ¢ : U’ — R est inclus ¢~ (B(0,72)) C U’ C U, g o ¢ se prolonge
par 0 sur M en une fonction CP dont le support est inclus dans U.

Bt B(p(z),r1) C Ble(z),r) = ¢ (Ble(),r)) C ¢ (B(w(x),m)) comme  le
terme de droite est un compact comme image continue d’un compact, on en déduit que

o Y (B(p(z),m1)) C o1 (B(cp(:v),rl)) et donc que o~ (B(p(z),r1)) est compact comme

fermé d’un compact. |

ﬁ[Théoréme 1.50 : premiére Version]

Soit (U;)ier un recouvrement ouvert d’une variété différentielle M de classe CP.
Il existe une partition de 'unité (p,)nen de classe CP et a support compact telle que
pour tout n € N il existe ¢ € I tel que supp p, C U;.

.
Démonstration :

Soit (Vi )nen définie dans 1.46.

Soit n € N, Vp € V.41 \ Vy, il existe i € I tel que p € U;. D’aprés la proposition 1.49, il existe
une fonction plateau ¥ de classe C? qui vaut 1 sur W' un voisinage ouvert de p et dont le

support est dans 'ouvert U; N (Vi1 \ V4,). Le support supp W7 est un fermé de V42 donc
un compact.

On obtient donc un recouvrement ouvert {Wz? ,DE Vg1 \ Vn} du compact V,,11 \ V,, dont
on extrait un sous-recouvrement fini {ng, ey ;‘m

L’ensemble {supp e .neN ke [[O,mn]]} est localement fini puisqu’un nombre fini d’élé-

ments intersectent chaque V.
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1.7

Pour simplifier les notations, on réindexe cet ensemble en {Uy, ¥y, ...} et on pose ¥ = Z v,

neN
(la somme est finie en tout point par la remarque qui précéde et est strictement positive en
tout point).
Ainsi p, = % est une partition de 'unité de classe CP de M telle que pour tout n, il existe

1 € I tel que supp p, = supp ¥,, C U;. |

Si on ne demande plus que la partition de ['unité soit & support compact, on obtient :
r—(Théoréme 1.51 : seconde version]

Soit (U;)ier un recouvrement ouvert d’une variété différentielle M de classe CP.
Il existe une partition de l'unité (p;);cr de classe CP subordonnée a (U;);e;.

-

Démonstration :

Prenons la partition de I'unité de 1.50. Pour tout n € N, soit 7(n) € I tel que supp pp, C Ur(y)-
Pour tout ¢ € I, posons p; = Z pn (ou 0 8’il n’existe pas de n tel que 7(n) = 7).
T(n)=i

Puis supp p; C U supp pn C U;. Donc (p;) convient. [ ]

T(n)=1

Le théoréme de plongement de Whitney

{Déﬁnition 1.52: plongement} N

Une application différentiable f : M — N est un plongement si f (M) est une sous-variété
de N etsi f: M — f(M) est un difféomorphisme.

- J

ﬁ(Caractérisation 1.53] N

Une application différentielle f : M — N est un plongement si et seulement si f est une
immersion et si f est un homéomorphisme sur son image.

- J

Démonstration :

= : immédiat.

< : soit p € M, alors d’aprés le théoréme d’immersion (1.37), il existe des cartes (U, ¢) et
(V, ) respectivement de M et N telles que f lue en ces cartes est de la forme (z1,...,2,,) —
(z1,-.+,Tm,0,...,0).

Comme f est un homéomorphisme sur son image, f(U) est un ouvert de f(M), done f(U) =
V'n f(M) avec V' un ouvert de N. Alors VN V' Nf(N)=V N f({U)= f(U) et f(U) annule
les coordonnées m + 1,...,n.

Donc pour tout f(p) € f(M), VNV’ (x1,...,2m) — (1,...,Tn)) est une carte de f(M) :
f(M) est une sous-variété de N. |

Remarque 1.54 : si M est compacte, il suffit de supposer que f est une immersion injective.

Le théoréme suivant permet de montrer qu’une variété différentielle abstraite peut-étre vue
comme une sous-variété de R™ (et n’est donc pas si abstraite). Ce fait sera particuliérement
intéressant pour utiliser les propriétés plus familiéres de R™.

Théoréme 1.55 : de plongement de Whitney]

Toute variété différentielle lisse de dimension n se plonge sur un fermé de R?*+1,

Remarque 1.56 : on peut démontrer, avec une méthode différente et plus compliquée, que toute
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variété différentielle de dimension n se plonge dans R2". La valeur 2n est cette fois optimale,
bien qu’elle puisse étre diminuée dans des cas particuliers.

~— Lemme 1.57 N

Soit M une variété différentielle lisse de dimension n.

Pour tout m € M, il existe des applications lisses ¥, : M — R et f,, : M — R" telles
que ¥y, (m) > 0 et que la restriction de f,,, a Pouvert M\ 1,,1(0) soit un difféomorphisme
sur un ouvert de R™.

. J
Démonstration :

Soit m € M et (U, ) une carte en m. D’aprés 1.49 il existe une application lisse h : R™ — R
a support compact inclus dans ¢(U) et valant 1 sur un ouvert V C ¢(U).

On pose fin(q) = { g(g)(q))@@ Zn‘{j v '

Sur I'ouvert W = ¢~ 1(V), f, coincide avec ¢ et donc f,, est un diffeomorphisme de W sur
V.
Considérons 1y : R" — R lisse a support compact inclus dans V' vérifiant 1o(p(m)) > 0 et

soit ¥ (q) = { 8/20(90(61)) sig U . Comme M \ ¥,,1(0) C W, le lemme est démontré. M

sinon
~— Lemme 1.58

Toute variété différentielle lisse compacte se plonge dans un espace RY.

.
Démonstration :

Soit M une variété différentielle lisse compacte de dimension 7.
Par compacité et avec le lemme précédent, on peut supposer qu’il existe des applications
lisses ©; : M — R, f; : M — R™ en nombre fini (j = 1,...,d) avec :

(i) Les ouverts U; = M \ wj_l(()) recouvrent M.
(ii) Les applications f;y;, sont des diffeomorphismes vers des ouverts V; C R™.

M — Rnd-i—d
Considérons V'application lisse f: ¢ +——  (fi(q),..., fa(q@),¥1(q),- .., ¥a(q)) .

Supposons f(q1) = f(g2). Par (i), on peut choisir j tel que ¢1 € U;. Alors ¢;(g2) = ¥j(q1)
et go € U; et donc par (ii), g1 = g2. Donc f est injective, et par compacité, f est un
homéomorphisme M — f(M).

Soient m; : R"@*4 — R” la projection sur les n premiéres coordonnées et my : R4 —
R™(d=1D+d 15 projection sur les n(d — 1) + d derniéres coordonnées. Par (ii), m o f = fi est
un difféomorphisme de U; sur V3. En particulier, 7 est une bijection de f(U;) sur V4. Donc
f(U;) est le graphe d’une application lisse g; =m0 f o (fju,) "'+ V; — Rnld=DHd,

On définit le diffeomorphisme h; : 77 *(V;) — 77 (V) par hj(z,y) = (x,y—g;(z)) on z € V;
et y € R*4=D+7 On obtient ainsi une bijection de f(U;) sur V; x 0. Comme f(U;) est un
ouvert de f(M), f(U;) = (M)NW; pour un ouvert W; C R"¥*4 que I’on choisit inclus dans

7 1(V;). La restriction hjjw, est un diffeomorphisme de W; sur un ouvert W;. Donc f(M)

est une sous-variété R™4+d,

Comme fiy, : U; — f(Uj;) est un difféomorphisme (la composée de fiju; » Uj — Vj et de I'in-

verse du diffeomorphisme f(U;) — V; induit par 1), f : M — f(M) est un difféomorphisme.
|

~— Lemme 1.59

Toute variété différentielle compacte de dimension n se plonge dans R?"*1,
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Démonstration :

On considére le plongement f : M — R™ du lemme précédent. On va montrer que ’on peut
obtenir un plongement dans R™~! en composant f avec une projection bien choisie, et ce
jusqu’a obtenir un plongement dans R2"*1,

On munit R™ de sa structure euclidienne usuelle.

Pour tout vecteur unitaire v € S™~!, on considére la projection p,, : x +— z* sur 'orthogonal
de v dans R™.

Posons N = f(M). Pour que la restriction de p, soit injective, il faut et il suffit que pour tous

x,y € N distincts, ﬁ soit différent de v ; ou encore que v n’appartienne pas a 'image de

(z,y) — =2 de N x N\ A dans S™~ 1.

ly—all
D’aprés le théoréme de Sard, il existe de tels v.

Pour que p,|x soit une immersion, il faut et il suffit que v n’appartienne a aucun sous-espace

tangent a Y.

Introduisons Z = {(x,v) € M xS™™ 1, v € Tj(,)N}. On vérifie qu'il s’agit d’une sous-variété

de dimension 2n—1 de M x S™~!. En particulier pro(Z) est de mesure nulle dés que 2n < m.

On conclut : une immersion injective d’une variété différentielle compacte est un plongement.
]

Démonstration du théoréme de plongement de Whitney 1.55 :

Soit (p;)ien+ une partition de I'unité a support compact dénombrable (1.49).

Soit h(z) = 3", ipi(x), c’est une application lisse et propre. Soient U; = h=! (]i — 1,1 + 2[)
et C;=h! ([z — %,i + %D alors U; est un ouvert, C; est un compact et U; C CZ Remarquons
que tous les Cop; (resp. tous les Cy;) sont disjoints.

D’aprés le lemme précédent pour tout i € N, il existe un application lisse g; : M — R27+!
qui est un plongement sur U; et qui est nulle en dehors de C; (et d’image bornée, car I'image
d’un compact est compacte et qu'un compact est borné).

Considérons fo = >, goit1 et fi = >, g2 et f = (fo, fi,h) : M — R?"T1 x R#nF1 x R,
Comme fy et fi sont d’images bornées, il existe un compact K de R?"t! x R2*+1 tel que
imfc K xR

Ainsi f est propre puisque h ’est.

Si f(x) = f(y) alors h(z) = h(y) et donc il existe un i tel que z,y € U;. Si ¢ est impair, fo
est un plongement de U; et donc x = y, de méme si ¢ est pair. Donc f est un plongement sur
un fermé (par le caractére propre de f).

On utilise alors le méme argument que dans le lemme précédent pour se ramener i un
plongement dans R??+1, |
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2.1

On note Gy, le groupe
des permutations de
[1,k] et (o) 1a
signature de la

permutation o.

Formes différentielles

Nous ne traiterons que de formes différentielles de classe C°°.
Il existe une construction alternative & celle présentée ici, qui consiste & définir les formes
différentielles comme les sections du fibré des formes alternées sur M.

Rappels d’algébre multilinéaire

Nous rappelons briévement quelques résultats d’algébre (pour les démonstrations voir [7]
ou [8] par exemples).
Solent E un espace vectoriel sur R de dimension finie n et B = (eq, ..., ey,) une base de E. On
note B* = (e3,...,ek) la base duale de B.
Soit J*(E) I’espace vectoriel (sur R) des formes k-linéaires de E, k € N*.
Remarque 2.1 : E* = JY(E).

Définition 2.2 : produit tensoriel]

SiSeJHE)et T € JVE), onnote S®T € JF(E) le produit tensoriel de S par T
défini par S @ T(vy,...,v641) = S(v1,. .+, V)T (Vkt1, .- -, Vk41) OU V; € E.

Si f € Homg_jin (F, F'), on généralise la notion de transposée en définissant I’application

JHF) — JTH(E)

tf € Homg 1 (J*(F), J*(E)) définie par  f : T — ((v1,...,0) = T(f(v1),..., f(vr))) -

~— Propositions 2.3 N

Soient S, S’ € J*(E), T,T' € JYE), U € J™(E) et A € R alors :
(S+SNT=ST+S5 T

ST +TY=5ST+SeT’
AS)@T =5 (AT)=AS®T)

ST eU)=(S®T)®U que 'on notera S@T @ U
{e; ®...@¢€;,1<i1,...,ix < n} est une base de J*(E).
En particulier dimg J*(E) = n*.
FET)="f(S) @ f(T)

- J
Remarque 2.4 : nous avons des propriétés de distributivité et d’associativité du produit ten-
soriel mais pas de commutativité.

Notons A*(E) C J¥(E) l'espace vectoriel des formes k-linéaires alternées sur F (k € N*).
Par convention A°(E) = R.
Le produit tensoriel de deux formes multilinéaires alternées n’est pas forcément encore alterné,
nous avons donc besoin d’une nouvelle opération : le produit extérieur.

{Déﬁnition 2.5 : antisymeétrisée d’une forme multilinéaire} N

On nomme antisymétrisée de T € J*(E), la forme k-linéaire alternée Alt(T) € AF(E)
ir 1
définie par Alt(T)(vy,...,vx) = o Z e(o)T (vg(l), e ,vo(k)).

oSy
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~— Propositions 2.6 N

e Si T € J*(E) alors Alt(T) € A*(E).
e Siw e AF(E) alors Alt(w) = w.
e Si T € J¥(E) alors Alt(Alt(T)) = Alt(T).

- J

ﬁ[Déﬁnition 2.7 : produit extérieur de deux formes multilinéaires alternées%

Siw € A*(E) et n € AY(E), on note w An € A*(E) le produit extérieur de w et n défini
par w An = (k,:;l!)! Alt(w @ 7).

- J

~— Propositions 2.8 N

Soient w,w’ € A*(E), n,n' € Al(E), 6 € A™(E) et A € R, alors :
e (WHwWHAn=wAn+w An

e wAn+n)=wAnt+wAy

o Aw)An=wA (M) =ANwAn)

e wAn=(-1FnAw

. w/\(n/\@):(w/\n)/\ﬂz%Alt(w@n@@) que 'on note w An A6
. {efl/\.../\efk,lgil<...<ig§n} est une base de A*(E).

o fiN.. A fi(vi,...,vg) =det(fi(v;)) oitles f; sont des formes linéaires.

e e N...Ne€f (€, €5,) =1sii;=ji,..., ik = jg, 0 sinon.

e En particulier dimg A*(E) = (}) = (n%k'),k,

f(w) est encore alternée et ' f(w An) ="tf(w)Alf(n)

- J

~— Notations 2.9 N

AE = éA’“E = éA’“E
k=0 k=0

- J
Remarque 2.10 : on devrait plutot noter AE* et A¥E* vu qu’il s’agit de I’algébre extérieure
de E*.

ﬁ[Proposition 2.11] N

n n

Soient z; = Zaljej,...,mn = Zanjej et w € A"(E) alors w(x1,...,x,) =
j=1 j=1

det(aij)w(er, ..., en).

- J

D’aprés la proposition précédente, la donnée de w € A¥(E)\ {0} partitionne I'ensemble des
bases en deux classes : celles ou w(eq,...,e,) > 0 et celles on w(ey,...,e,) < 0 (deux bases
sont dans la méme classe si le déterminant de la matrice de passage est positif). On remarque
que ces classes ne dépendent pas du choix de w et une telle classe est nommée orientation de
E. On note —ley, ..., e,] Uorientation opposée a celle de [eq,. .., e,].

Dans R”, on nomme orientation usuelle 'orientation de la base canonique.

Supposons désormais que (E, (+,-)) est un espace euclidien et soient (e;) et (e}) deux bases
orthonormeées. Alors la matrice de passage P de (e;) a (e}) est orthogonale et donc det P = +1.
Donc si w(ey,...,e,) = £1 alors w(e),...,el) = +1 aussi.

Donc si une orientation u a été fixée, il existe une unique forme w € A¥(E) telle que



Cohomologie de de Rham - Jean-Baptiste Campesato - Page 21/84

2.2

w(er,...,e,) =1dés que (e1,...,e,) est une base orthonormale dont [eq, ..., e,] = u. On dit
que w est la forme volume de E définie par le produit scalaire et 'orientation p.

Remarque 2.12 : le déterminant est la forme volume de R™ pour le produit scalaire usuel et
I’orientation usuelle.

Formes différentielles d’une variété

Soit M une variété differentielle lisse, notons A*(TM) = |_| AR (T, M).
zeEM
ﬁ(Déﬁnition 2.13 : forme différentielle} ~

Une k-forme différentielle (ou une forme différentielle de degré k) est une application
M — ANTM)
w: T Wy telle que pour tout € M, w, € A*(T,M).

- J

ﬁ[Proposition 2.14 : écriture locale] N

Si w est une k-forme différentielle sur M et si (U, ) est une carte de M alors w s’écrit
de fagon unique sur U :

Ve e U, w, = Z Qiy,oie (@) diy 2 A A5y 2

1<ii<...<ip<n

ott dpi » = Tppi et ¢ = (@1, .., Pdim M)-
Plus simplement w = Z iy, ip di, AL Ady;, sur U avec ayy .. 3, : U = R,
1<ii<...<ip<n

. J
Démonstration :
La famille {dg;, » A ... Adp;, », 1 < iy < ... < i <n} est une base de A*(T, M) d’aprés
2.8 en remarquant que (de; ;) est une base duale de T, M (voir remarque 1.32). |

Remarque 2.15 : en particulier une k-forme différentielle sur un ouvert U de R™ s’écrit de fagcon
unique w = Z @iy, i (@) dzy AL Adry, ouda =€ 1 (21, .., @) T
1<i1<...<ip<n
La régularité des formes différentielles se lit dans les coefficients a;, ... ;, : U — R, ainsi
une forme différentielle est lisse si pour toutes les cartes, tous les coefficients sont lisses. On
peut montrer comme dans la premiére partie que ’on peut se restreindre aux cartes d’un atlas
plutot qu’a toutes les cartes de ’atlas maximal.

[Attention : désormais toutes les formes différentielles seront lisses.]

ﬁ[Proposition 2.16 : changement de coordonnées]

Si (U, ) et (V,4) sont deux cartes et si on note I = (iy,...,ix) et J = (j1,...,Jx) alors
(depy)z = > det[(dep;, (Ty,(gg)go*l(eim)))m,n](dtpj)x pour tout z € UNV.
Ou encore : sur UNV, dyy = > ;arder ot ar(x) = dys(fr) = det[(dy, (fi,.))m.n)-

-

Démonstration :

Notons f; = T2y~ *(e;) la base de T, M associée a la carte (U, ¢) et dont la base duale est
(dgi)-

Sur U NV, on écrit 1; dans les coordonnées de la carte (U, ), dvoy = 3 ;arder, donc
(dY)e = > ;ar(x)(der)s. On déduit de 2.8, en appliquant fr, que ar(z) = dys(fr) =
det[(ds,, (Tp(ey ™" (€i,)) ) mn)- u
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~— Notations 2.17 N

On note QF(M) I'espace vectoriel des k-formes différentielles lisses sur M.
dim M

On note Q* (M) = ém(M) = P o"m).
k=0 k=0

On note Q7 (M) les formes différentielles a support compact (supp(w) = {z, w, # 0}).

- J

Remarque 2.18 : Comme A°(T, M) =R, on a QV(M) = C>®(M).

Définition 2.19 : produit extérieur]

Si w e QF(M) et n € QY(M) on définit le produit extérieur w A n € QFFI(M) par
(WAN)y =Wz ANy.

Consistance de la définition :

I On vérifie aisément a I’aide de 'écriture locale que w A 1 est encore lisse. |

Propositions 2.20]

Siwe QF(M)etne Q(M)alorswAn=(—1)*nAw.
De méme, on retrouve les propriétés de distributivité et d’associativité de 2.8.

Remarque 2.21 : si f € Q°(M) = C*°(M) alors fw = f Aw.

Remarques 2.22 :

e L’algebre Q*(M) est naturellement graduée pour le produit extérieur : il s’agit une
algébre graduée associative et anticommutative. Il s’agit méme d’une algébre graduée
différentielle associative et anticommutative d’aprés la proposition suivante.

e Si U est un ouvert de R™ alors Q*(U) = {fonctions C> sur R"} Qg Q* ou Q* est la

R-algébre engendrée par les dxy,...,dx, avec les relations (dz;)? = 0 et dz;dz; =
e Plus simplement Q*(U) est engendrée, en tant qu’algébre, par C>°(U) et les dz;.
e Soit U un ouvert de R”, si w = Z ardzr € QF(U) et
I1=1<i1 <...<ip<n
n= Z dexJEQl(U) alorsw/\n:ZaIdexIdeEQkH(U).
J=1<j1<...<ji<n 1,J
f—[Proposition—déﬁnition 2.23 : différentielle extérieure] ~

Si M est une variété lisse, il existe une unique application linéaire d : Q*(M) — Q*(M)
telle que :

(i) Siw e QF(M) alors dw € QF+1(M).

(i) Sur Q°(M), d est la différentielle des fonctions différentiables.
(iii) Si w € QF(M) alors d(w A n) = (dw) A+ (=1)kw A (dn) (antidérivation).
(iv) dod =0

- J
Remarque 2.24 : la notation dz; dans le cadre d’un ouvert de R™ est donc cohérente comme il
s’agit de la différentielle extérieure de la 0-forme linéaire «i-éme coordonnée » x; : (1,...,Ty) —
x;. De méme la notation dy; dans une carte locale est aussi cohérente.
Démonstration :

Commengons par démontrer le résultat dans une carte (U, @) ot ¢ = (©1,...,¢n)-

D’aprés le dernier point d(dy;) = 0, Vi € [1,n]. Par récurrence sur k, a 1’aide du troisiéme
point on voit que d(dg;, A ... Ady;, ) =0.
Toujours d’aprés le troisiéme point et avec la remarque précédente, d(fdg;, A ... Ady;,) =
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Par conséquent si w = g Qiy,...ipdi, A ... A dy;, nécessairement dw =
1<ir1<...<ip<n

Z dail,wik /\d.(pi1 /\.../\dtpik.

1<i1 <...<ip<n

Vérifions qu'une telle formule convient.

Pour les deux premiers points il n’y a pas de soucis. Le troisiéme point se démontre par le
calcul en se rappelant que d’aprés les propriétés des différentielles des applications, d(fg) =
(df)g + f(dg).

Le dernier point découle de la symétrie des dérivées secondes.

Il reste & nous ramener & M en entier a 'aide du lemme suivant :

Si d vérifie les hypothéses de I'énoncé, si U est un ouvert de M et si w,n € QF(M)
vérifient wyy = )y alors (dw)y) = (dny).

Soit # € U, d’aprés 1.49 il existe un ouvert V tel que z € V. C V C U et f une fonc-
tion plateau lisse & support dans U et valant 1 sur V.

Alors fA(w—mn) = flw—mn)=0et d(f A (w—mn)) =0 par la linéarité.

Ainsi 0 = df A(w—n)+ f Ad(w—n). Par le second point, comme f est constante au voisinage
de z, (df), = 0 et comme f(x) =1, il reste (dw),; = (dn)s.

Le résultat étant vrai pour tout z de U, on a bien démontré le lemme. |

Donc si z € UNV ou (U, p) et (V,4) sont des cartes, comme les écritures locales wy =
> arder et wy = > bydiy coincident sur U NV, il en est de méme pour les différentielles
d’aprés le lemme : (dwy)jnv = (dwv)juav- |

Remarque 2.25 : la démonstration donne la formule locale dans une carte de la différentielle ex-

térieure. En particulier si on travaille dans un ouvert U de R™, d est définie par df =5 f—jdxi
la différentielle usuelle et d (3 ardzr) = > day A day.

Définitions 2.26 : formes exactes et fermées}

Une forme différentielle w est fermée si dw = 0.
Une forme différentielle w est exacte s’il existe une forme différentielle 7 telle que w = dn.

Remarque 2.27 : comme d od = 0, une forme différentielle exacte est fermée.

Définition 2.28 : image réciproque]

Si f: M — N est une application lisse entre variétés et si w € QF(N) alors on dé-
finit I'image réciproque de w par f, f*w € QF(M) définie par (f*w)e.(vi,...,v) =
W) (Tef(v1),..., Ty f(vp)) pour tout z € M.

Remarques 2.29 :
e Siwe QM) =C>®(M) alors f*w=wo f.
e Avec les notations de la premiére sous-partie, (f*w), = tTg;f(wf(z)).

Proposition 2.30 : linéarité de I'image réciproque]

[rw+n) = frwt fn
frOw) = Affw
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f—[Proposition 2.31]

Ona f*(wAn) = f*wA f*n et en particulier f*(gw) = (go f)f*(w).

.
Démonstration :

(f(wAM)z ="Tuf(Ws@) M) = (Tuf)w sy N (Tof)npe) dapres 2.8 et ((Tof)w sz A
f(Txf)nf(z)) = (f*w)m A (f*n)x = (f*w A f*n)x n

Remarque 2.32 : On déduit des deux propositions précédentes que si f : M — N est lisse alors
f*Q*(N) = Q*(M) est un morphisme d’algébres graduées.

ﬁ[Proposition 2.33]

(go f)fw=f*(g*w).

-

Démonstration :

Evident pour les O-formes différentielles.

Vrai aussi pour les 1-formes différentielles d’aprés le théoréme de différentiation des fonctions
composées.

Donc vrai pour toutes les formes d’aprés 2.31 (prendre 1’écriture locale). |

~— Corollaire 2.34

Si f est un diffSomorphisme, (f~1)* = (f*)~ L.

L’image réciproque f*w est encore une forme différentielle, cependant pour vérifier sa
régularité, et donc la consistance de la définition, nous allons avoir besoin du résultat suivant :

ﬁ[Proposition 2.35 : commutativité de 'image réciproque et de la différentielle extérieure

Si f: M — N est une application lisse et si w € QF(N) alors d(f*w) = f*(dw).

-

Démonstration :

Le résultat est vrai en degré 0 : c’est la différentielle de la composée (d(f*w) = d(wo f) et
(Aw 0 f)a = Tolwo f) = Tyeyw 0 Tof = (dw) sy (Tof) = (£(d))a).

On procéde ensuite par récurrence sur le degré en remarquant que si w est une k-forme
différentielle alors :

FH(d(w A)) = F7(dw) A F0 -+ (—1)F frw A () et

A(f*(w A ) = (@) A Fn + (=1)* 7w A (df*). .

Ainsi, si w s’écrit localement w = 3" ayder alors f*(w) =Y ayo fdfr on f; = ¢; 0 f.
On en déduit que f*w est encore lisse (f; C = df; lisse = dfy lisse).
Remarque 2.36 : on aurait pu obtenir ce résultat plus tot; il suffit d’avoir la linéarité, la
compatibilité avec le produit extérieur, le cas de commutativité en degré 0 et de remarquer
rapidement que si w = dg avec g de classe C* alors f*w =d(go f).

— Corollaire 2.37

Si U est un ouvert de M et si w € Q¥(M) alors (dw);y = d(wjir).

.
Démonstration :

II suffit de remarquer que wjy = i*w o i : U — M et d’utiliser la commutativité de la
différentielle extérieure et de I'image réciproque. |

Remarque 2.38 : une forme différentielle sur M est une collection de formes (wy) sur latlas,
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compatibles au sens ou si
N
i J
U \%4

Remarque 2.39 : dans une carte locale on peut utiliser les régles de calcul usuelles d’un ouvert
de R™. Soient f : M — N une application lisse entre variétés et (U, ¢ = (¢1,...,¢n)) une carte
de M en x € M. D’aprés 1.32, (Tw(z)(30_1)(61'))1':1’”.,” est une base de T, M admettant (T,¢;);

alors i*wy = jFwy.

comme base duale. Ainsi, si v € T, M, T, f(v) = Z To f (Tp(a) (¢~ (€3))) Tupi(v) par linéarité.
i=1
En posant dy; , = T,¢; et f—é:‘ = Tmf(Tw(w)(gpfl)(ei)) alors la différentielle extérieure de f
"L df ) "L df
est df = ; d—%dgoi. Etsiw= zj:fjdgal alors dw = zl:df[ ANder = zj:; d—%dgoi Ader.

Avec ces notations et en appliquant 2.16 on peut facilement changer de coordonnées : si U, v)

 di; dy);
et (V,9) sont deux cartes alors sur UNV, dy; = Z w]l dy; o d:i] = dyj (T ' (e1)).
i=1 vl

de;
De méme si dans une carte w = Z frder et n= Z fsdpy alors wAn = Z frfsder Adey.

Proposition 2.40 : fonctorialité de 'image réciproque]

Nous avons construit un foncteur contravariant * de la catégorie des variétés diffé-
rentielles lisses dans la catégorie des algébres graduées associatives et anticommutatives
donné sur les objets par M +— Q*(M) et sur les morphismes par f — f*.

Exemple 2.41 : formes différentielles sur le cercle S!

R — St
Soit h: t +—— (cost,sint) . Alors h est surjective et comme h'(t) = (—sint,cost) est

partout non nul, i est une submersion (la différentielle est surjective en tout point).

On dit qu'une 1-forme différentielle sur R est 2m-périodique si elle se met sous la forme gdt
avec g 2m-périodique.

Nous allons montrer que pour k = 0,1, les k-formes différentielles sur S! s’identifient aux
k-formes différentielles 2m-périodiques sur R.

e On remarque d’abord que h* : H*(S') — H*(R) est injective.

Si h: M — N est une application lisse, est surjective et est une submersion alors le
morphisme d’algébres graduées h* : Q*(N) — Q*(M) est injectif.

Soit w € QF(N) tel que h*w = 0. Soient p € N et vy, ..., v} € T,N. Comme h est une surjec-

tion, il existe p € M tel que h(p) = p. Comme h est une submersion, il existe v, . .., v € Tz M
tels que T;ﬁh(’l}}) = V;.
Ainsi 0 = (h*w)(v1, ..., Uk) = wp(v1,...,v;). Comme p et les v; sont arbitraires, w =0. W

e Si f € QO(S!) alors h* f = f o h est 2r-périodique vu que h lest.

e Réciproquement soit f € Q°(R) 27-périodique. Soit m € S!, comme h est un difféomor-
phisme local (1.34) il existe V un voisinage ouvert de p dans S* et un voisinage U de R tel
que hjy : U — V soit un difféomorphisme, notons s son inverse. Posons alors g = f o s.
On vérifie que g est bien définie, en effet si s’ est un autre difféomorphisme (on change V)
alors s et s’ différent d’un multiple de 27, mais f est 2w-périodique. Nous avons donc bien
f=gost=goh=nh*gsur h~}(U). En faisant varier p € S' on obtient g définie sur S!.
Ce qui permet de conclure.
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e Comme wy = —ydr+zdy est une 1-forme différentielle partout non nulle sur St (2.63), toute
1-forme différentielle sur St s’écrit w = fwg avec f lisse définie sur S' (en chaque point m,
AY(T,,S') est de dimension 1, puis on regarde la régularité des coefficients). Puis h*(wp) =
—(h*y)d(h*z) + (h*z)d(h*y) = —(sint)d(cost) + (cost)d(sint) = sin®tdt + cos®tdt = dt.
Enfin h*w = h* fh*wy = h* fdt qui est 27-périodique sur R.

e Réciproquement si fdt € Q! (R) est 2r-périodique alors f = h*g d’aprés ce que I'on vient
de voir et ainsi fdt = h*gh*wy = h*(gwo).

Donc Q0(S') ~ {f 2m-périodique} C Q°(R) et QY(S!) ~ {fdt, f 2m-périodique sur R} C
Q(R) ot les isomorphismes sont donnés par h*. [ |

2.3 Orientation d’une variété différentielle

Le but est d’orienter ’espace tangent en chaque point d’une variété différentielle de fagon
cohérente : il ne faut pas que 'orientation change de fagon brutale entre deux points voisins.
On parlera alors de 'orientation de la variété différentielle.

2.3.1 Premier point de vue : les atlas

Définition 2.42 : atlas d’orientation]

Un atlas d’une variété différentielle M dont toutes les applications de changement de
cartes ; o <p;1 ont un jacobien positif est nommé atlas d’orientation de M.

Remarque 2.43 : on souhaite orienter T, M au moyen de la base ()¢~ '(e;)) o (e;) est la
base canonique de R™. Les atlas d’orientation permettent de rendre le résultat cohérent :

f—[Proposition 2.44]

L’application de changement de cartes ; o cp;l a un jacobien positif si et seulement si
pour tout @ € U; NU;, (T~ ' (e;)) et (T~ " (e;)) définissent la méme orientation
sur T, M

-

Démonstration :

Le jacobien en p;(z) est le déterminant de la matrice de I'application linéaire T, (. (i ©

©7") = Toi 0 Ty, ()5 -
D’aprés 1.32, il s’agit de 'application linéaire de changement de bases. |

r—(Déﬁnition 2.45 : variété différentielle orientable]

Une variété différentielle est orientable si elle admet un atlas d’orientation.

Si{(U;, ¢i)} et {(V},7,)} sont deux atlas d’orientation d’une variété différentielle M, on
M — {£1}
définit une application s: z € U;NV; +—— signe(J(yp; o w;1)> .

Si z € U/NV] appartient & d’autres cartes alors (g 0p; ) o (w0t 1) o (1hj o1, ) = oty
Donc s est bien définie.

L’application s est localement constante, donc si M est connexe, s est constante.

On dit que les deux atlas d’orientation {(U;, ¢;)} et {(V},%;)} ont méme orientation si s = 1.
Il s’agit d’une relation d’équivalence. D’apreés la remarque précédente, si M est connexe, il y
a deux classes d’équivalence, et donc deux orientations.
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2.3.2

ﬁ(Déﬁnition 2.46 : orientation d’une variété différentielle] N

Une orientation d’une variété différentielle orientable est la donnée d’une classe d’équi-
valence d’atlas orientables.

S J

r—(Déﬁnition 2.47 : variété différentielle orientée] ~

Une variété différentielle orientée est la donnée d’une variété différentielle M et d’une
orientation de M.

Remarque 2.48 : On peut faire ’analogie avec le cas vectoriel ou 1’'on regardait le signe du

déterminant des matrices de passage. Cependant, contrairement au cas des espaces vectoriels,

une variété différentielle peut ne pas admettre d’atlas d’orientation.

f—[Proposition 2.49] N

Soient M et N deux variétés différentielles orientées respectivement par les atlas d’orien-
tation {(Us, @)} et {(V;, 1)}

Un difféomorphisme local f : M — N conserve (resp. renverse) l'orientation si les jaco-
biens des 1; o f o ;! sont positifs (resp. négatifs) 1a o il est défini.

- J
On vérifie aisément, comme précédemment, que les signes des jacobiens ne dépendent que de
la classe d’orientation.

Deuxiéme point de vue : orientation ponctuelle

~— Définition 2.50 ~

Un repére sur un ouvert U d’une variété différentielle M est la donnée d’un n-uplet de
champs de vecteurs possiblement discontinus (Xi,...,X,) tel que pour tout m € M,
(X1,ms .-, Xn.m) est une base de T, M.

Un repére global est un repére défini sur M.

Un repére est local en m s’il est défini sur un voisinage ouvert de m.

On introduit une relation d’équivalence sur les repéres en U : on dit que deux repéres
(X1,...,Xp) et (Y1,...,Y,) sont équivalents si en tout point m € U les bases (X1 m, ..., Xn,m)
et (Y1,m,. .., Yn,m) définissent la méme orientation (ie la matrice de passage est de déterminant
positif).

Définition 2.51 : Orientation ponctuelle]

Une orientation ponctuelle est la donnée d’une orientation de T,,M pour tout point
m € M : il s’agit d’une classe d’équivalence des repéres de M.
En effet une orientation de T,,, M est fixée par une classe de bases et donc par une base.

Une orientation ponctuelle u est continue en m € M s’il existe un voisinage ouvert U de
m telle que Porientation est continue sur U, e il existe un repére continu (Y7,...,Y;,) sur
U qui en tout point de U donne une base de ’espace tangent compatible avec 'orientation :
Hm = [(Yl,ma R Yn,m)]
Une orientation ponctuelle est continue sur M si elle I’est en tout point.
Attention : on ne demande pas l'existence d’un repére continu sur M mais 'existence en
tout point d’un repére continu au voisinage de ce point.
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Lemme 2.52

Une orientation ponctuelle [(X7, ..., X,)] est continue si et seulement si tout point m €
M est contenu dans une carte (U, ) sur laquelle (dey A ... A dpp)(Xi,...,X,) est
strictement positive.

Remarque 2.53 : on peut faire le lien avec le point de vue suivant concernant les formes vo-
lumes.

Démonstration :
= :soit m € M alors il existe un ouvert W connexe contenant p tel que sur W, [( X1, ..., X,,)]
soit représentée par le repére continue (Y7q,...,Y,).
Si (U, o) est une carte connexe en m, alors on considére I’application continue f : U — Gl (R)
ot f(x) est la matrice de changement de bases de (T~ (€;)) dans (Yi,m, - - ., Ya,m). Alors

d’aprés 2.8 dpg A ... Adpn(Yh,...,Y,) = (det f)(der A...Adpy)(01,...,0,) =det f # 0 ou
ai,m = <p(m)(p_1(ei)-

Par connexité, dpj A ... Adp,(Y7,...,Y,) est soit toujours positive, soit toujours négative,
quite & remplacer la premiére coordonnée par son opposé, on considére ’application dp; A
... Ndp, (Y1, ...,Y,) toujours positive sur U.

Puisque (X1,...,X,) et (Y1,...,Y,) représentent la méme orientation en tout point alors
detg(z) > 0ot g : U — GI,(R) et g(x) est la matrice de changement de bases de
(X1my -3 Xnm) & Y, Yom). Alnsi (degs A ... Adey)(Xq,. .., Xy) = (detg)(dpr A
o Aden)(Ye, .., Y,) > 0sur U.

< : avec les notations précédentes ou cette fois f : M — Gl,(R) est définie par f(x) la
matrice de passage de (Tim)e ' (e;)) dans (X1 m,..., X, m), on a sur une carte (U, ¢) de
Iénonce, 0 < dpy A ... Adp,(X1,...,Xn) = (det f)(dp1 Ao . Adpy)(O1,...,0n) =det f #0
ot O = Tp(my~ ' (e;). Et done sur U, [(X1,...,X,)] = [(81,...,0,)]. |

ﬁ[Proposition 2.54]

Une variété différentielle M est orientable si et seulement si elle admet une orientation
ponctuelle continue.
ie une orientation est la donnée d’une orientation ponctuelle continue.

-
Démonstration :

(=) Soit {(U;, ¢;)} un atlas d’orientation. Si (U, @) une carte de cet atlas, alors pour tout
m € U on définit p1,, comme la classe d’équivalence d’orientation de la base (T, (m)e =" (€:))i
ou (e;); est la base canonique de R™.

Si m appartient & une autre carte (V) alors comme ¢op™
(Tpwy e (€:))i et (Ty(a)¥ ™ (es)): sont équivalentes a orientation prés (on a T, op ! =
me © Tw(m)@il = Tap(m)wil = dLp(m) (1/) © 9071) o Tw(m)wil)‘

L’orientation ponctuelle p obtenue est bien continue car elle est représentée sur (U, ¢) par
un repére continu.

L est de jacobien positif, les bases

(«) Soit [(X74,...,X,)] une orientation ponctuelle continue.

L’atlas obtenu avec les cartes du lemme 2.52 est un atlas d’orientation. En effet si deux
cartes (U, ) et (V,) s’intersectent, alors sur U NV, on a d’aprés le lemme (dp; A ... A
dpn)(X1,...,Xn) > 0 et (dyg Ao AdYy)(Xy,. .., Xy,) > 0, comme dyy, A... Ady;, =
Jac(Yop™t)dg;, A.. .Ady;, daprés 2.16 (en effet Tp1)j(Tpyp ' (e:)) = dy) (V007 1) (ei) =
De,(¢; 0™ 1) (p(x)) et Jacy(op™!) = det(De, (¢; 0 ™) (y)) quel que soit le = et donc quel
que soit le y). Donc Jac(pop™1) > 0sur UNV.

On a donc un atlas d’orientation. ]

Remarque 2.55 : étant donné un atlas d’orientation {(U, )}, on obtient l'orientation ponc-
tuelle continue associée par U > m +— [Tw(m)go_l(el), . ,T@(m)@_l(en)]. Réciproquement,
étant donnée une orientation ponctuelle continue [(X7, ..., X, )], on obtient un atlas d’orienta-
tion en ne prenant que les cartes (U, ) de I’atlas maximal vérifiant (dpiA. . . Aden) (X1, ..., Xn) >
0.
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Exemple 2.56 : ruban de Mdbius

Considérons la bande R = [0,1]x] — 1, 1], on obtient le ruban de Mdbius M en quotientant
R par la relation d’équivalence (0,y) ~ (1, —y).

Considérons U =|0, 1[x] — 1, 1] l'intérieur de la bande, qui est aussi un ouvert de M.
Supposons que M soit orientable, alors cette orientation induit une orientation (eq,es) sur
U. Par continuité, I'orientation en (0,0) et en (1,0) est encore (e1, e2). Cependant du fait de
'identification, (e1, —e3) est une autre orientation en (0,0). D’ou une contradiction. |

Remarque 2.57 : si M est une variété différentielle connexe, on peut retrouver les deux orien-
M — {1}
tations en regardant f: m +—— 1si y, = v,, —1 sinon ou et v sont deux orientations

ponctuelles continues.

2.3.3 Troisiéme point de vue : les formes volumes

Définition 2.58 : forme volume]

Une forme volume sur une variété différentielle M est une forme différentielle de degré
maximal sur M partout non nulle.

Remarque 2.59 : ie wy(v1,...,v,) # 0, Vo € M et pour toute base (v1,...,v,) de T, M.

ﬁ[Proposition 2.60]

Une variété différentielle est orientable si et seulement si elle admet une forme volume.

.
Démonstration :

(=) Soit [(Xy,...,X,)] une orientation ponctuelle continue de M. D’aprés le lemme 2.52,
tout point m est contenu dans une carte (U, ¢) sur laquelle (dp1 A. .. Adp,)(X7,...,X,) >0
On obtient ainsi un ensemble {(Uy, pa)} de cartes recouvrant M. Soit (p,) une partition de
l'unité subordonnée a {(U,)}.

La n-forme w = " pad@a1 A ... Adpan est bien définie et est lisse sur M.

Comme pour tout «, p(«) > 0 et comme il existe au moins un m tel que p,(m) > 0, par (x)
on a bien que w est une forme volume.

(<) Supposons que w soit une forme volume.

Pour tout point m on choisit (Xinm,...,Xpnm) une base de T,M telle que
Wi (X1ms -, Xnm) > 0.

Soit m € M. On se donne (U, ) une carte connexe. Sur U, w = fdpi A ... A dy, pour f
lisse. Comme f est continue et ne s’annule nulle part sur un connexe, alors f > 0 ou f <0

sur U.
Si f>0alors (dei A... Adp,)(X1,...,X,) > 0.
Si f < 0 alors en prenant une nouvelle carte ou cette fois 1 = —¢1, on obtient (dpy A... A

don)(X1,...,Xpn) > 0.
On conclut a 'aide du lemme 2.52. | |
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Remarque 2.61 : avec lorientation donnée par la forme volume w, les bases (vy,...,v,) di-
rectes de T, M sont celles qui vérifient wy (v, ..., v,) > 0.

Exemple 2.62 : R™ est naturellement orienté pour la forme volume dz; ...dz,. Cette orienta-
tion correspond a l'orientation donnée par I’atlas d’orientation {(R",id)}.

Exemple 2.63 : la sphére S™ est orientable

n
La restriction a S™ de la forme w € Q"(R"*!) définie par w = Z(—l)ixidxl A...ANdx,
i=0
est partout non nulle puisque si (vi,...,v,) est une base de T,S™ alors w,(v1,...,v,)
det(x,v1,...,v,) # 0.

Siw et w’ sont deux formes volumes sur M alors w’ = fw avec f de classe C° ne s’annulant

pas (en effet dans une carte locale (U, ) si w = gdp1 A ... Adp, et siw’ = hdp; A...do,
alors f = g/h est bien lisse sur U).
Si M est connexe, f est soit tout le temps > 0 soit tout le temps < 0, on retrouve donc les deux
orientations : w ~ w’ < f > 0, donc deux formes volumes définissent la méme orientation si
f est partout positif. Dans ce cas on note [w] 'orientation induite par w et —[w] Porientation
opposée.

Remarque 2.64 : a une orientation ponctuelle continue on associe de fagon biunivoque la classe
des formes volumes vérifiant w(X;,...,X,) > 0.

ﬁ[Proposition 2.65]

Soient M et N deux variétés respectivement orientées par les formes volumes wj; et wy.
Un difféomorphisme local conserve (resp. renverse) lorientation si et seulement si
[f*wn] = [wa] (resp. [f*wn] = [~wn])

-

Démonstration :
Localement, f*wy = f*(cdp1 A... Adyp,) = (co f)det (i’;’) dipy Ao A dipy,. |

J
2.3.4 Le revétement d’orientation a deux feuillets

Nous allons montrer qu’une variété différentielle admet un revétement orientable & deux
feuillets. Ce revétement permet de démontrer certains résultats sur des variétés quelconques
en utilisant des résultats sur les variétés orientables (voir par exemple la démonstration du
théoréme de Kiinneth, section 3.10).

Soit M une variété différentielle, on pose M = {(p, ), p € M, p € B,/ ~} ~ M x {0,1}
ou B,/ ~=~{0,1} est I'ensemble de bases de T, M quotienté par la relation d’équivalence « le
déterminant de la matrice de passage est positif », il s’agit donc de I’ensemble des orientations
de T, M.

Soit {(Uy, o)} un atlas maximal de M et pour tout a, considérons 14 : @o(Uy) — M olt
VYa(r) = (055 (x), [(Tep~(e:))s]). Alors 1), est un homéomorphisme sur son image U, de ré-
ciproque P,. On peut vérifier que {(Uy,Pa)} définit une structure différentielle orientable sur
M.

On vérifie que latlas défini ci-dessus est orientable : si @ € U, NUg alors [(Tyyp ' (e;))i] =
(T (e;))i] et done J(@g 0@z ") = J(pq o cpgl) > 0 d’aprés 2.44.

Nous avons donc obtenu une variété différentielle M orientable et de méme dimension que M.

On vérifie aisément que p : M — M est lisse et surjective.

Proposition 2.66]

L’application lisse p : M — M est un revétement & deux feuillets.
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2.4

Démonstration :
Soit m € M et soit (U, ) une carte en m alors p~1(U) = V4 U V3 ou les ouverts V; et Vs
sont donnés par V7 = {(p, up),]ie Ulet Vo={(p,—pp),p €U} ot p, = [(Tga(p)cp’l(ei))i].
Les V; sont donc des cartes de M et ainsi pyy, : V; — U est un difféomorphisme. |

Remarque 2.67 : d’aprés 2.44, M est orientable si et seulement si p admet une section globale.
Comme p n’a que deux feuillets, le revétement est galoisien et alors posséder une section glo-
bale équivaut a étre trivial. En particulier toute variété simplement connexe est orientable.

Proposition 2.68]

Une variété différentielle M connexe est orientable si et seulement si son revétement
d’orientation n’est pas connexe.

Remarque 2.69 : Si M n’est pas connexe, M n’a aucune chance de l’étre. . .

Démonstration :

= : supposons M orientable. Soit w une forme volume de M, posons M, =
{(m, v, vn]), W (v, vn) >0} et Mo = {(m, [v1, ..., vn]), Wn(v1,...,v,) < 0} alors
M = M, L M_ s’écrit comme réunion disjointe de deux ouverts et n’est donc pas connexe.
Moins formellement, on a pris les ensembles {(m, p,m)} et {(m, —pm)} ol pyy, est Uorientation
de T}, M induite par 'orientation de M.

< : supposons M connexe, alors M n’est pas orientable. Sinon, M, et M_ ne pourraient

étre disjoints (un espace tangent T,, M aurait les deux orientations). |

Intégration sur une variété différentielle

Il existe une construction alternative a celle présentée ici qui consiste & intégrer les formes
différentielles sur des chaines singuliéres (voir par exemple [7] pour cette construction dans le
cas des sous-variétés).

On commence par travailler sur des ouverts U de R™ que ’on suppose orientés par dz; A
... Adzy, (ie on oriente T,U = R™ au moyen de sa base naturelle).

ﬁ[Déﬁnition 2.70 : intégration sur un ouvert de R”] N

Si U est un ouvert de R”, soit w € QF(U) alors w = fdx; A ... A dz, et on pose
Jyw= [y fdz1.. . dz,.

S J

f—[Proposition 2.71] N

Soient U et V des ouverts de R™.
Si ¢ : U — V est un diffcomorphisme et si w € Q2 (V) alors : [, o*w =+ [, w.

. J
Démonstration :

En effet si w = fdzy A ... Adx, alors p*w = (f o p)(Jacp)dzy A ... Adx,.

Or d’aprés la formule de changement de variables :

[ fday ... dx, = [, (fop)|Jacy|dr: ... da,. [ ]
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{Déﬁnition—Proposition 2.72 : intégration sur une variété différentielle orientée%

Soit M une variété différentielle orientée de dimension n, alors il existe une unique
application linéaire INT : Q7 (M) — R telle que pour toute carte (U, ¢) compatible avec
Porientation et pour toute n-forme w & support compact inclus dans U alors INT(w) =

Jowy o7 w-
On note [,, w =INT(w).

. J
Démonstration :

Soit (p;); une partition de l'unité subordonnée a l'atlas d’orientation maximal, alors

toute forme w € QY (M) s’écrit w = >, piw = Y, w;. Alors nécessairement INT(w) =

> (U @7 w;. D’out I'unicite.

Pour obtenir I’existence, nous devons montrer que cette formule a toujours un sens.

Si w est une n-forme a support compact inclus dans deux cartes (U, ) et (V, 1) compatibles
. . . 1% o _1* o 1 1% )

avec l'orientation alors f(p(U) e W = f(p(Um/) e W = fw(Umv)(‘/’ oy )*(p71"w) par la

formule de changement de variables car les cartes sont compatibles avec lorientation (voir

4 o —1\*(, ,—1% _ —1% —1%* ) N
12a3(:igemo de 2.71). Puis fw(Um/)(go otp I (p ™V w) = fw(Um/) P w = fw(V) 1w d apre.s

Remarque 2.73 : attention, on doit avoir les caractéristiques suivantes :
(i) La variété différentielle M doit étre orientée.
(ii) La forme différentielle doit étre de degré maximal.

(iii) La forme différentielle doit étre a support compact.

Proposition 2.74]

Si ¢ : M — N est un diffeomorphisme entre variétés différentielles conservant (resp.
renversant) Dorientation alors Yw € Q2 (N), [,, ¢*w = [yw (resp. [}, p*w = — [y w).

Si M et N sont deux variétés différentielles orientées pour les formes volumes respectives
wy et wy alors M x N est orienté pour la forme folume w = p},wp A pPywn ol par :
M x N — M et py : M x N — N. L’orientation obtenue est nommée orientation produit.
En terme d’atlas, cette orientation revient & prendre le produit de deux atlas d’orientation :
{(Ui x Vj, 01 x 45)}.

Siw e QM) et B € Qi(N), on note a x B pour py,w A pyn. Notons que suppa x 8 C
supp a x supp f : il s’agit encore d’une forme a support compact.

Théoréme 2.75 : théoréme de Fubini pour les Variétés] N

Soient M et N deux variétés différentielles, on munit M x N de 'orientation produit.
Soient w € QUMM (AT) et n € QUM N (N) alors

e
MXxN M N

S J

Démonstration :

A Taide d’une partition de I'unité, on se raméne au cas ou M = R" et ou N = R™ et alors
cela revient a dire que

/ f(@)g(y)dzy ... depdy; ... dy,, = / fz)dzy ... dxn/ 9(y)dyy ... dym
MxN M N

ou f et g sont a supports compacts. |
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2.5

Théoréme de Stokes

On munit H" = {(z1,...,2,) € R, 2,, > 0} de la topologie induite. La définition d’une
variété différentielle & bord est la méme que celle d’'une variété différentielle sauf que 1’on
demande que si (U, ¢) est une carte alors ¢(U) est un ouvert de H".

Un point m d’une variété différentielle avec bord est dans I'intérieur s’il existe une carte (U, ¢)

[e]

avec p(m) €eH"= {z,, > 0} et il est dans le bord de de la variété s’il existe une carte (U, ¢)
avec p(m) € OH" = {z,, = 0}.
Ces définitions ne dépendent pas des cartes et sont donc bien définies car si (V,1)) est une
autre carte alors 1) o ¢! est un difféomorphisme envoyant ¢(m) sur 1)(m) et alors ces points
sont soit tous les deux dans I'intérieur, soit tous les deux dans le bord de H™ d’aprés le lemme
suivant :

Lemme 2.76

Si U et V sont deux ouverts de H” et si f : U — V est un difféomorphisme alors f envoie
un point intérieur sur un point intérieur et un point du bord sur un point du bord.

-

Démonstration :

Siz € U est un point de 'intérieur de H” alors il existe une boule ouverte B de R™ contenant

o o
x telle que B CH™. Ainsi f(B) est un ouvert de R™ et de H" donc f(B) CH".
Six € UNOH" alors f~! : V — U est un diffeomorphisme et f~1(f(p)) = p est un point
du bord, donc f(p) ne peut étre un point de l'intérieur d’aprés la premiére partie de la
démonstration. |

Remarque 2.77 : les notions d’espace tangent, de formes différentielles et d’orientation sont
encore valables pour les variétés différentielles & bord.

Notation : on note M ’ensemble des points du bord d’une variété différentielle & bord M.

f—[Proposition 2.78]

Si M est une variété différentielle & bord de dimension n alors OM est une variété
différentielle (sans bord) de dimension n — 1.

-

Démonstration :

Le bord est encore séparé et & base dénombrable.

Soit (U, ¢) une carte de M, on pose alors ¢y = parrny : UNIM — o(U) N OH" C R*~1.
On obtient bien un atlas {(U NOM), oy }.

Ainsi OM est une variété lisse sans bord de dimension n — 1. |

Nous allons maintenant montrer qu’une orientation sur une variété différentielle & bord
induit une orientation sur son bord ce qui permettra d’énoncer le théoréme de Stokes (sans
souci de signe).

Si M est une variété différentielle & bord et si p € M, on dit qu'un vecteur tangent X, € T, M
pointe vers l'intérieur si X, ¢ T,(0M) et s’il existe € > 0 et une courbe c : [0,e[—= M tels

que ¢(0) = p, ¢([0,g[) C]\OL c'(0) = X,,. On dit que p pointe vers l’extérieur (ou est sortant) si
—X,, pointe vers l'intérieur.

Un champ de vecteurs le long de OM est une application X : p € OM — X, € T,M (et
non 75,(OM)). Dans une carte (U, ¢) contenant p, X s’écrit X = >, ai(q)Tp(z) (¢ 1) (ei). Un
champ de vecteurs le long de M est dit lisse en p si p est contenu dans une carte (U, ) ol
les fonctions a; sont C°*°. Un champ de vecteurs le long de 0M est dit lisse s’il ’est en tout
point de OM.

En termes de coordonnées locales, le vecteur X, pointe vers l'extérieur si et seulement si

an(p) <O.

On nommera champ de vecteurs sortant, un champ de vecteurs le long de M pointant
vers I'extérieur.
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ﬁ[Proposition 2.79]

Une variété différentielle & bord admet un champ de vecteurs sortant lisse.

-

Démonstration :

Recouvrons OM par des cartes (Uy, o) de M. Sur chaque U, le champ de vecteurs X, :
x = =T, (7 )(en) le long de Uy, N OM pointe vers l'extérieur et est lisse.

Si on prend une partition de l'unité (p,) subordonnée au recouvrement {U, NOM} alors on
peut vérifier que X =Y po X, le long de M est lisse et pointe vers I'extérieur. |

Le produit intérieur est la contraction d’une n-forme différentielle avec un champ de vec-
teurs lisse. Ainsi si X est un champ de vecteurs lisse, on a tx : Q*(M) — Q" 1(M) ou
(exw)p(v1,...,vn—1) = w(Xp,v1,...,05-1). Clest une antidérivation : tx(w A7) = (txw) A
n+ (—=1)98Yw A (1xn). On a txtyw = —tytxw = 3 =0.

f—[Proposition—Déﬁnition 2.80]

Soit M une variété différentielle & bord de dimension n.
Si w est une forme volume sur M et si X est un champ de vecteurs sortant lisse alors
txw est une forme volume de M. Le bord OM est donc orienté.

-

Démonstration :

Supposons par 'absurde que txw s’annule en un point p € OM, ie (txw)p(v1,...,Up-1) =0
pour tout v1,...,v,—1 € T,(OM).
Soit (e1,...,en—1) une base de T,(OM) alors (Xp,e1,...,e,—1) est une base de T,M et

wp(Xp,e1,...,en1) = (txw)pler,...,en—1) =0.
Or si une forme alternée de degré maximal s’annule sur une base, elle est nulle. Donc w, = 0.
D’ou une contradiction. [ ]

On peut montrer que si w et w’ définissent la méme orientation alors txw et txw’ défi-
nissent la méme orientation. De méme 'orientation définie par ¢xw ne dépend pas du champ
de vecteurs sortant X. L’orientation ainsi obtenue est nommeée orientation sortante.

f—[Proposition 2.81] N
Soit M une variété différentielle orientée & bord de dimension n. Soit m € OM et soit X,
un vecteur sortant de T, M. Une base (vi,...,v,—1) de T,(OM) représente I'orientation
sortante si et seulement si la base (X,,v1,...,v,—1) de T, M représente 'orientation de
M en m.

N\ J

Démonstration :

(1)17 e ,Unfl)
représente l'orientation sortante < (tx,wp)(v1,..., V1) >0
< wp(Xp,v1,...,0p-1) >0
< (Xp,v1,...,U,—1) représente l'orientation de M
|
r—(Théoréme 2.82 : théoréeme de Stokes] ~N

Si M est une variété a bord orientée de dimension n, alors pour toute (n — 1)-forme a
support compact, on a [, dw = [, w;

ou on considére 'orientation sortante de OM induite par celle de M et ou faMW =
Jons t*w avec i : OM < M.
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Démonstration :

On considére (p;); une partition de 'unité subordonnée a l'atlas maximal d’orientation
(Ui, p;i) et on suppose que le théoréme de Stokes est vérifié pour M = R" ou M = H"”
alors il est vérifié pour tous les ouverts U; et on remarque que M N U; = OU;. Ainsi :

/ w = / Zpiw (la somme vaut 1 en tout z)
oM oM =

= Z / piw (la somme est localement finie)
oM

3
Z/ piw (supp piw C Uy)
— Jou,

Z/ d(p;w) (théoréme de Stokes pour U;)
Ui

i

> /M d(piw) (supp(d(piw)) C U;)

/ d <Z piw> (la somme est localement finie)
M 7

:/dw

M
Il nous suffit donc de démontrer le résultat pour R™ ou H"
Commengons par démontrer le résultat pour H™. Par linéarité, il suffit de vérifier les deux
cas suivants.

Premier cas : w = f(x1,...,2,)dx; ... de,—1
d
On a dw = (—1)"*1;—fdx1...dxn et / = (=) ! / (1,...,2n =
Zn H» H» dﬂfn
+oo df
(71)"*1/ (/ — (1, ... ,xn)dxn> dz;...dz,_1 =
Rn—1 0 d.’I}n
(=" flxy,. .., xp_1,0)dzy ... da,.
Rn—1
Puis comme OH™ = (—1)"R"~! x {0} avec son orientation sortante, c’est bien égal a / w.
o 9H™
Second cas : w = f(x1,...,zy)dzy ... dz; ... da,
On a dw = (—1)i_1§—£dm1 ...dx,. Remarquons d’abord que / w = 0. Ensuite
‘ Rn—1x {0}

©° d —
/ dw = j:/ (/ / dxi) dzy...dz;...dx, = 0 puisque comme f est a sup-
n R 2><R+

oo d;
o0
d
port compact, / / dz; = 0.
— 0o 4T

Démontrons maintenant le résultat pour R™.

Par linéarité on peut supposer que w = f(x1,...,2,)dz;.. gx\l ..dxzy,. Alors
- d
dw = (=1)i1 df ~dzy .. dz,. Et dw = (=1)"! / (x1,...,zp)dzy ... dz, =
Rn Rn del

(—1)14_1/]R » (jﬁ(ml,...,xndxo dzy .. d » = 0 mais /aR w—/w—O [ |

~— Corollaire 2.83

Si M est une variété différentielle orientée (sans bord) de dimension n et si w € Q21 (M)
alors [, dw = 0.

-

Remarque 2.84 : Nous verrons une sorte de réciproque en 3.81.

Remarques 2.85 :
(i) Si M = [a,b] alors OM = {a, b} et on retrouve f[a b "(t)dt = f(b) — f(a).

(i) Si M est un compact de R?, on obtient la formule de Green-Riemann.

(iii) Si M est un compact de R?, on obtient la formule de Green-Ostrogradsky.
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3.1

Théorie de de Rham

Introduction a la notion de cohomologie

Nous considérons des modules sur un anneau donné A.

Définition 3.1 : suite exacte]

Une suite (finie ou non) de morphismes de modules - - - — M, ﬁS My fgl Mo — -
est exacte si ker f,,+1 = im f,, pour chaque n.
Une suite exacte de la forme 0 — M — N — K — 0 est nommée suite exacte courte.

~— Proposition 3.2 N

Si0 — Ey & FEy f# f"—_>1 FE,, — 0 est une suite exacte d’espaces vectoriels de

n
dimension finie alors Z(—l)i dim E; = 0.
=0

S J

Démonstration :

Le résultat se démontre par récurrence. Sin = 1 c’est immédiat. Nous allons aussi avoir besoin
du cas n = 2 : considérons la suite exacte 0 — Ey f# Eq f# Ey — 0 alors Es ~ Fq/ker f1 car
f1 est surjective puis dim Fs = dim E; — dim ker f; = dim F; — dimim fy = dim F; — dim Fj
puisque fy est injective.

Supposons que le résultat soit vrai pour un certain n — 1 et considérons la suite exacte

0 — Ey EL Eq LA f51 FE, — 0. Commencons par découper la suite de la sorte :

0o B BB B i 5 06t 0= kerfry — By /"5 E, — 0. Alors par
n—2

hypothése de récurrence Z(—l)i dim E; + (—=1)" ' dimim f,_5 = 0 et d’aprés le cas n = 2,
i=0

dimker f,,_1 —dim E,,_; +dim E,, = 0. On conclut en faisant la somme ou la différence (selon

la parité de n) de ces deux termes (dimim f,,_o = dimker f,,_1). [ |

ﬁ[Proposition 3.3 : lemme des cinq] N

Considérons un diagramme commutatif dont les lignes sont exactes

X, f1 X, f2 X, f3 X, fa X;
ST
X! X! X! X X!
A A

Alors si i et i4 sont des isomorphismes, si 41 est surjectif et si i5 est injectif alors i3 est
un isomorphisme.
En particulier si i1, 9, i4 et i5 sont des isomorphismes, il en va de méme pour i3.

S J

Démonstration :

Il suffit de partir a la chasse dans le diagramme. . ..

o Injectivité de i3 : soit € keriz. Alors 0 = f5(is(x)) = ia(fs(z)) = fs(z) = 0 par injec-
tivité de i4. Donc @ € ker f3 = im fo. Ainsi = fo(y) et f5(i2(y)) = i3(f2(y)) = iz(z) = 0.
Donc i2(y) € ker fi = im f{. Ainsi i2(y) = fi(z'). Or iy est surjective, ainsi 2z’ = i1(z).
Puis i2(f1(2)) = fi(i1(2)) = fi(z') = i2(y). Or iy est injective, donc y = fi(z). Ainsi
2= fo(y) = falfi(2)) = 0 car im f; = ker fo.
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e Surjectivité de i3 : soit &’ € X1. Par surjectivité de i4, f§(z') = i4(y). Puis comme im f; =
ker f1, i5(f1(y)) = fi(ia(y)) = fi(fi(x’)) = 0. Par injectivité de i5, f4(y) = 0. Donc y €
).

ker fy =im f3 et y = f3(x). Ona f3(is(x ))—i4(f3( ) = ia(y) = f3(2) = f3(is(z)—2') =

Ainsi i3(x) — 2’ € ker f§ = im f} et ig(z) — 2’ = f}(2') et par surjectivité de is, 2’ = is(z
(

Finalement i3(z — f2(2)) = i3(x) — i3(f2(2)) = i3(x) — fo(i2(2)) = is(z) — f2(z") =2'. W

{Déﬁnition 3.4 : complexe de cochaines] N
Nous mettons les
indices en exposant Un complexe de cochaines C' = (C*,0*) est une suite de modules (C™),ez et de mor-
pour différencier des phismes de modules (9" : O™ — C"*1), <7 telle que 9"+ 0 9™ = 0 pour tout n.
complexes de chaines. On nomme opérateurs de cobord les O". Les éléments de C,, sont les cochaines de de-

gré n, les éléments de Z™(C) = ker 0" sont les cocycles de degré n et les éléments de
B"T1(C) = im 9" sont les cobords de degré n.

- J

Remarque 3.5 : 9"*1 09" = 0 = B"(C) € 2"(C).

Les morphismes de complexes de cochaines sont les applications de degré 0 commutant aux
opérateurs différentiels, au sens ol une application de degré p est de la forme f™ : C™ — D"*P,
La composition se fait alors de la fagon suivante : si f* de degré p, si g* de degré ¢ alors
h* = g* o f* de degré p 4 q ot K™ = g"*P o f".
ﬁ[Déﬁnition 3.6 : morphisme de complexes de cochaines] ~

Un morphisme de complexes de cochaines ¢* : C' — D est une suite (¢™ : C"™ — D"),en
de morphismes de A-modules telle que 0" 0™ = "1 09" pour tout n, ie le diagramme
suivant commute :

) 8n71 CTL 8n Cn+1 8n+1

-HD”HDH-"_IH---
gn—1 on Hntl

On définit ainsi la catégorie K(A)* des complexes de cochaines de A-modules : les objets
sont les complexes de cochaines de A-modules, les morphismes sont les morphismes de com-
plexes de cochaines.

{Déﬁnition 3.7 : sous-complexes de cochaines} N

Soit C' un complexe de cochaines. Soit pour tout n € Z un sous-module D™ C C™.

Dés lors que I'on a pour tout n € Z la propriété de stabilitée 9"(D™) C D"T! 9* se
factorise par i* ot 4" : D™ < C™ et définit 0* par la formule i"0d" = i"t10d". On obtient
un complexe de cochaines D = (D* 0*) nommé sous-complexe de C. L’application
*: D — C est un morphisme de complexes de cochaines.

R . 871.72 _ 6TL71 677. 871.+1
Un complexe de cochaines est une suite --- “— C"~! “— C"* % O™+ “— ... presque

exacte au sens ott B"(C) =imd"~! C Z"(C) = ker 9". La cohomologie consiste 4 mesurer le
défaut d’exactitude de cette suite.

Etant donné C* un complexe de cochaines on nomme n-éme module de cohomologie le
module quotient H™(C) = Z"(C)/B"(C). La suite du complexe est exacte si et seulement
si H"(C) = 0 pour tout n, on dit dans ce cas que C est acyclique. Ce module mesure donc
I’obstruction d’un cocycle & étre un cobord.

Comme un morphisme ¢* : C — D de complexes de cochaines envoie un cocycle sur
un cocycle et un cobord sur un cobord, il induit pour tout m un morphisme de modules
H"(p*): H"(C) — H™(D). On a donc pour tout n € Z, un foncteur H" : K(A)* — A-mod.
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Définition 3.8 : quasi—isomorphisme]

Un morphisme ¢ de complexes de cochaines est un quasi-ismorphisme si pour tout n,
H"™(¢p) est un isomorphisme.

Une suite exacte courte de complexes de cochaines 0 — C % D Y% E = 0 est la

donnée de complexes de cochaines C, D, E et de morphismes de complexes de cochaines

p*:C = D, y*: D — FE tels que pour tout n la suite de modules 0 — C" pr B 0
soit exacte. Ce qui revient & demander ’égalité des sous-complexes suivants im p* = ker ¢*
ol im ¢* = (im ™),z et ker ™ = (ker ™), ez.

~— Proposition 3.9 N

*

Une suite exacte courte de complexes de cochaines 0 — C 2. D% E = 0 induit une
suite exacte longue

>erl(c)
671,
CHH"(C)HH"(D)H
H™ () H™(¢)

617.71

..%anl(E)

H™(E) )

. J
Démonstration :
Commengons par construire 6" : H"(E) — H"TY(C) :

0 Cn+1 Lanrl Dn+1 wn+1 En+1 0
" gn gn
0 cn—* ~pr Y o pn 0

Soit z € E™ un n-cocycle, par surjectivité de 9™, il existe y € D™ tel que z = ¥"(y). Comme
PTHOMy) = 0P (y) = 0"z = 0, e Oy € ker "L = im "t il existe x € O™ tel que
Oy = "1 (z). Ce x est unique (une fois y fixé) du fait de I'injectivité de "1

Alors " F2(9"FY(z)) = 9"l (p"T(z)) = 9"T19"y = 0. Par injectivité de ¢"*!, on a
0"tz = 0. Donc x est un (n + 1)-cocycle.

Vérifions que la classe de cohomologie de x ne dépend pas du choix de y. Soit ¥/ € D"
convenant aussi et x’ se déduisant du choix de y'. Ensuite 0 = ¢"(y —¢') = y — ¢ €
kery" =im " =y —y =¢"(a) = "z —2') ="y —y') = 9"¢"(a) = ¢" T (0"a) =
x — 2’ = O"a par injectivité de "1, En notant §"(z) la classe de cohomologie de x, on a
bien une application A-linéaire 6" : Z"(E) — H,41(C).

Il nous reste a vérifier que 6™ annule les cobords pour passer au quotient en une application
6" H(E) — H"M1(0).

Supposons que z = 9" lc et soit ¢ = " 1(b) par surjectivité. Alors %" (9" 1b) =
on—tyn=L(h) = 9" lc = z. Alors pour construire 6"z on pose y = 0" 'b mais alors
" t(z) = 0"y = 9"0" e = 0. Donc z = 0 par injectivité de "1

Vérifions I'exactitude en H"™1(C) pour fixer les idées :

e H" 1(p) 06" = 0. Soit z € E un n-cocycle. Soient z et y de la construction de §". Alors
H" () 00"([2]) = [¢" ()] = [0"y] = 0.
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e ker H"1(p) C im ™. Soit x € C"*! un (n+ 1)-cocycle. Dire que H"1()([z]) = 0 revient
a dire que [p" T (z)] = 0 ie que " T1(z) est un cobord de D"*!. Donc si [z] € ker H" (),
il existe y € Z"(D) tel que ¢"*i(z) = 9"y. Posons z = ¢"(y) alors 9"z = 9"Y"(y) =
Y @y) = (o () = 0,

Par définition de 6™, 6™ ([z]) = [z]. |

ﬁ[Déﬁnition 3.10 : homotopie de complexes de Cochaines] N

Deux morphismes de complexes de cochaines ¢*,¢* : C* — D* sont homotopes s’il
existe une application K : C* — D* de degré —1 (ie K™ : O™ — D"~ 1) vérifiant pour
tout n € Z, K"T1d"” + d" 1K™ = " — o,

L’application K est nommeée homotopie de ¢ a v (ou opérateur d’homotopie).

. J
Remarque 3.11 : il s’agit d’une relation d’équivalence :

e Réflexivité : ¢* ~ ¢*, il suffit de prendre K* = 0.

e Symétrie : p* ~ 9p* = * ~ *, il suffit de prendre L* = —K™*.

o Transitivité : ¢p* ~ ¢* et ¥* ~ x* = ¢* ~ x* en posant L* = K} + K.

f—[Proposition 3.12]

Sip*,¢* : C* — D* sont deux morphismes de complexes de cochaines homotopes alors
pour tout n € Z, on a H"(p) = H" ().

N\
Démonstration :

Soit z un n-cocycle alors ¥"(z) — ¢"(x) = d" 'K (z) et donc p"(z) et ¢"(z) difféerent d'un
cobord et donc [¢"(x)] = [¢"(x)] dans H™(D). [ |

~— Corollaire 3.13

Siid : C* — C* est homotope a 0 alors C* est acyclique.

-

Démonstration :
On a H"(id) = id puisqu’il s’agit d’un foncteur, mais aussi H"(id) = H™(0) = 0. Donc
idgn(cy = 0, et donc H"(C') = 0 pour tout n € Z. |

— Corollaire 3.14

Sif*:C* — D* et g*: D* — C* sont deux morphismes de complexes de cochaines tels
que fog~idet gof ~id (on dit que C* et D* ont méme type d’homotopie) alors pour
tout n € Z, H"(C) ~ H™(D).

3.2 Cohomologie de de Rham

On rappelle que toutes

) s Soit M une variété différentielle, alors l'algébre graduée Q*(M) est un complexe de co-
es variétés

N d d d
différentielles sont chaines : 0 — QO (M) = Ql(M) 502 (M) — -
supposées lisses. On parle du complexe de de Rham. Les cocycles sont les formes différentielles fermées et les
cobords les formes différentielles exactes.

On nomme n-éme espace de cohomologie de de Rham de M 1'espace vectoriel H}, (M) =
Z™(Q*(M))/B™(Q*(M)) = {n-formes fermées}/{n-formes exactes}. On pourra noter H" (M)
au lieu de H}i (M) lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité.

Remarque 3.15 : si f est une application lisse, alors f* est un morphisme de complexes de
cochaines et passe donc a la cohomologie. Le foncteur contravariant Q* va donc de la catégorie




Cohomologie de de Rham - Jean-Baptiste Campesato - Page 40/84

des variétés différentielles lisses dans la catégorie K (R)* des complexes de cochaines sur R.

Exemples :

N rrn . _J R si n=0

0 (o ={ ¢ 5120

(i) kerd® N Q°(R) = {fonctions constantes} donc HO(R) = R. Sur Q}(R), kerd! = Q}(R)
et si w = g(z)dr € imd® alors en posant f = fol g(u)du, on trouve df = w. Donc toute
1-forme différentielle sur R est exacte. Ainsi H'(R) = 0.

R si n=0

0 si n>0"

~— Lemme 3.16 3

L’image réciproque envoie une forme fermée sur une forme fermée et une forme exacte
sur une forme exacte.
Ainsi I'image réciproque passe a la cohomologie.

(iii) Nous généraliserons a 1’aide du lemme de Poincaré : H"(R?) = {

S J

ﬁ[Proposition 3. 17} ~

Deux variétés différentielles difféomorphes ont méme cohomologie.

- J

Démonstration :

I Par fonctorialité de I'image réciproque. |

ﬁ[Proposition 3.18]

Soit M une variété différentielle, si p > dim M alors HP(M) = 0.

.
Démonstration :

Posons n = dim M et soit p > n. En tout point m € M, T,, M est de dimension n. Donc si
w est une p-forme différentielle alors w, € AP(T,,M) = {0} d’aprés 2.8. |

~— Lemme 3.19 3

e Le produit extérieur de deux formes fermées est une forme fermée.
e [wAn] ne dépend pas du choix du représentant de [w] ou du choix du représentant de [7)].

Ainsi le produit extérieur passe & la cohomologie et induit une structure d’algebre
graduée différentielle, associative et anticommutative :

dim M
H (M) = @ HYM)
k=0

. J

Remarques 3.20 :

e On a méme, en utilisant la propriété d’antidérivation du produit extérieur, que Z*(M)
est un sous-anneau de Q*(M) et que B*(M) est un idéal de Z*(M).

e Si f: M — N est lisse alors f* : H*(N) — H*(M) est un morphisme d’algébres
graduées.
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f—[Proposition 3.21] N

Si M est une variété différentielle ayant ¢ composantes connexes alors H?(M) ~ R¢.
Un élément de HY(M) est un c-uplet dont chaque coordonnée représente une application
constante sur une composante connexe.

Plus généralement, H(M) ~ [R{comp. connexes}

S J

Démonstration :
Puisqu’il n’y a pas de O-forme exacte, HO(M) = Z°(M) = {0-formes fermées}. Si f € Z°(M),

“~ d
ie f: M — R tel que df = 0. Dans une carte locale (U, y), df = de'

i=1 T
d
Vi, d—f =0 sur U. Donc f est localement constante sur U. Donc les 0-formes fermées sur M
Pi
sont les applications localement constantes sur M. |

Remarque 3.22 : comme une variété admet une base dénombrable, le nombre de composantes
connexes est au plus dénombrable.

Exemple 3.23 : cohomologie de de Rham de S!

Comme S! est connexe, H°(S!) ~ R.
Commencons par remarquer que comme S' est de dimension 1, toutes les 1-formes différen-
tielles sont fermées, ainsi Q(S') = Z1(St).
sty — R
On considére I'application linéaire ¢ :  w — faw .

R — St
Posons aussi h: 0 +— (cos6,sinf) .

e [’application ¢ est surjective, en effet si wg = —ydx + xzdy alors h*wy = df. Ainsi fsl wo =

% _r2m _
fh([0,27r]) Wo = f[O,QTr] h Wy = 0 df = 2x 75 0.
e D’aprés le théoréme de Stokes B(S') C ker ¢ : les 1-formes exactes sont dans le noyau.
e Montrons I'inclusion réciproque. Supposons w € kerp. On a [, w = f[o o MW et Kw =
f(t)dt avec f 2m-périodique d’aprés l'identification 2.41.

Si f:R — Rest lisse, 2m-périodique et vérifie fOQﬂ f@)dt =0 alorsil existe g : R — R
lisse, 2w-périodique telle que fdt = dg.

Posons g¢(t) = fot f(u)du. Comme f est 2m-périodique, g(t + 27) = fg“” flu)du =
2T fw)du + [2T fu)du =0+ [) f(u)du = g(t). Et dg = ¢'dt = fdt. (]

Donc fdt = dg avec g 2m-périodique. D’aprés l'identification 2.41, g = h*n.
Ainsi dg = d(h*n) = h*(dn) mais aussi dg = fdt = h*w. Par l'identification (h* injectif),
w = dn. Donc w est exacte.

Ainsi d’aprés le théoréme d’isomorphisme H(S') = Z1(S')/B*(S!) ~ R.
De plus un générateur de H'(S) est la classe d'une 1-forme différentielle w vérifiant Jorw #0.

Remarques 3.24 :
e Nous verrons en 3.52 comment obtenir ce résultat facilement & I'aide de la suite de
Mayer-Vietoris.
e La méthode employée dans la démonstration précédente se généralise : voir 3.81.
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3.3

Une application est
propre si 'image
réciproque d’un
compact est un

compact.

Exemple 3.25 : cohomologie de de Rham d’une union disjointe

Soit M wune variété différentielle, soit (Uy)aca des ouverts disjoints de M alors
H* <|_| Ua> ~ H H*(U,).
a€cA acA

En effet iy, : Uy — |_| U, induit un morphisme i}, : Q* ( |_| Ua> — Q*(U,) et on montre

a€cA acA
0% <|_| Ua> — [ @)
aisément que * : aEA €A est un isomorphisme d’algébres gra-
w — (ifw)a
duées.

H* <|_| Ua> — [ H* (W)
Cet isomorphisme induit I'isomorphisme 7* : acA acA .
[w] — ([iaw])a

D’ou le résultat.

En particulier nous avons aussi que : H? ( |_| Ua> o~ H H?(U,). |
a€A a€cA

Remarque 3.26 : si I'union est finie, ce résultat se démontre aussi facilement a I’aide de la suite
de Mayer-Vietoris.

Cohomologie de de Rham a support compact

Nous allons maintenant nous intéresser au cas du support compact. On remarque que si
M est une variété différentielle alors Q5 (M) est un complexe de cochaines (c’est méme une
algébre graduée différentielle puisque supp(w A n) C suppw N suppn). On note H? (M) les
espaces (vectoriels) de cohomologie de ce complexe.

Remarque 3.27 : si M est une variété différentielle compacte alors Q% (M) = Q*(M) et HX (M) =

Exemples :

(i) H?({point}) :{ I§ : Zig

(11) H?(M) _ R{comp. connexes compactes}'

(iii) Comme il n’y a pas, sur R, de fonction constante non nulle & support compact, H?(R) = 0.
Considérons maintenant [, : QL(R) — R, cette application est clairement surjective.
Montrons que ker fR = imd° alors par passage au quotient nous aurons H!(R) =
QL(R)/ker [, =R. Sig(z)dx € ker [, on pose f = [*_ g(u)duet f € Q%(R) (Attention,
si g(x)dz n’est pas d’intégrale nulle alors 'application f n’est pas a support compact).
Alors df = g(x)da, donc ker [, C imd°. Réciproquement si df = f/(z)dz € imd® alors
fR df = f(b) — f(a) =0 en prenant le support strictement dans [a, b].

. . R sin=p
A AN é . n(mP) —

(iv) De méme, nous généraliserons : H!(R?) { 0 sinon

Remarque 3.28 : si w € Q5 (M) et sin € Q5 (M) alors w An € Q% (M) (puisque supp(w A1) C

suppw N suppn). Ainsi le produit extérieur passe a la cohomologie & support compact et

H}(M) est naturellement munie d’une structure d’algeébre graduée.

Attention! On ne peut pas définir de foncteur Q¥ comme précédemment du fait que I'image
réciproque d’une forme & support compact n’est pas forcément a support compact. Nous
pouvons alors obtenir un foncteur de deux fagons :

(i) Onreprend la construction de Q* en se restreignant aux applications propres et on obtient
un foncteur contravariant 2}.
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3.4

(if) On construit un foncteur covariant 2 pour U'inclusion des ouverts : si U est un ouvert de
M etsii:U < M, on pose alors i, : Q5(U) — Q(M) qui étend une forme différentielle
par 0.

Cette seconde construction (et principalement I’aspect covariant) nous servira, par exemples,
pour la suite de Mayer-Vietoris & support compact ou pour la dualité de Poincaré. Donc, a
partir de maintenant, Q) désigne le foncteur covariant du second point.

Exemple 3.29 : cohomologie de de Rham & support compact d’une union disjointe

Soit M wune variété différentielle, soit (Uy)aca des ouverts disjoints de M alors

H* <|_| Ua> ~ @ H*(Uy).

a€cA acA

En effet, i, : M, — |_| U, induit un morphisme %44 : Q5 (M) — QF ( |_| Ua> qui permet

acA a€cA

de construire le morphisme d’algebres graduées 7, : @ (M) — |_| Ua> donné

acA acA
p

P

par i, (Z way> = Zi%*w% dont on vérifie qu’il s’agit d’un isomorphisme (une forme
v=1 r=1

différentielle sur I'union disjointe, ne peut étre a support compact si elle est non nulle sur un

nombre infini d’ouverts de 'union).

On en déduit le résultat. n

Remarque 3.30 : si 'union est finie, ce résultat se démontre aussi facilement a ’aide de la suite
de Mayer-Vietoris, et est a rapprocher de 3.25.

Invariance par homotopie (ou lemme de Poincaré)

~— Définition 3.31 N

Deux applications lisses entre variétés différentielles f, g : M — N sont différentiablement
homotopes 'il existe F': M x R — N lisse telle que f = F(-,<0) et g = F(-,> 1).
Il s’agit d’une relation d’équivalence.

S J

{Théoréme 3.32 : invariance par homotopie différentielle ou lemme de Poincaré]ﬁ

Sif,g: M — N sont deux applications lisses différentiablement homotopes alors f* =
g* H*(N) —» H*(M).

. J
Démonstration :

M
T

— M xR

Posons i, : —  (z,t) ,alors f = Foiget g=Goi;. Par fonctioralité de 'image
réciproque f* = i o F* : H"(N) — H"™(M) et g* = i o F* : H"(N) — H"(M). Pour
montrer 'égalité voulue il suffit donc de montrer que i = ¢} : H"(M x R) — H™(M). Pour
cela nous allons montrer que i, 47 : Q*(M xR) — Q*(M) sont des morphismes de complexes
de cochaines homotopes puis il suffira d’appliquer 3.12.

Nous nous sommes donc ramenés a la construction d’un opérateur d’homotopie K ou K™ :
QY (M x R) — Q" Y (M) et K"Hd" +d" 1K™ = — i (%).

MxR — T(MxR)=TMea&TR

Considérons le champ de vecteurs T = % : (myz) — (0, ) . Alors
siw € Q"M x R), la contraction trw € Q" 1(M x R) et donc @ = i} (1rw) € Q" 1(M).
Remarquons ensuite que si @' € Q" 1(M) est une forme différentielle dépendant de ¢ alors
fol otdt € Q"1 (M) (écrire & localement dans une carte). Ainsi on peut définir K de la fagon

suivante : si w € Q" (M x R) alors K"w = fol i (Lrw)dt € Q" H(M).
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Remarquons ensuite que toute forme w € Q" (M x R) s’écrit de fagon unique w = a+SAdt ou

a€ QM xR)et € Q" (M xR) sont de la forme p*noup: M xR — M et n € Q*(M),

ie a et B n’ont en aucun point un terme en dt.

Il nous reste a vérifier que K vérifie la propriété () sur les formes différentielles de la forme

« puis sur ceux de la forme gdt.

e Soit n € Q"*(M), pour une carte (U, ) de M, a = p*n = Z fr(z, t)p*dei, Ao A
T=(i1,emrin)

p*de;, . On peut donc supposer a = f(x,t)da;, A... Adx,, .

Tout d’abord (7o = 0 donc dK"™ta = 0. Puis K"*!(da) = K"H(%dt Adxy, AL A

dx;, + termes sans dt) = K"*1 (i—{dt Adzi, A A dxin> = (fol %dt) dtdz;, A.. . Adz;, =

(f(z,1) = f(x,0))dz;;, A...ANdx;, =ifa —ifa. Dot le résultat.

e Soit 8 = p*nAdt. Comme précédemment, localement, on peut supposer 8 = f(x,t)dtAdzi A

...dz,, comme forme différentielle sur un ouvert de R™. Par calculs on trouve K"*!(dw) =
—d(K"w). Mais comme idt = ifdt = 0, (*) est vraie. |

Nous allons maintenant utiliser I'invariance par homotopie différentielle pour voir l'inva-
riance topologique de la cohomologie de de Rham : deux variétés différentielles homéomorphes
(ou plus fort, ayant méme type d’homotopie) ont la méme cohomologie. Ce résultat est surpre-
nant car il nous indique que la cohomologie de de Rham d’une variété différentielle ne dépend
que de sa structure topologique alors que la construction est intimement liée a la structure
différentielle de la variété.
~— Lemme 3.33 )

Soient M et N deux variétés différentielles.

e Toute application continue de M dans N est contintiment homotope a une application
lisse.

e Deux applications lisses f,g: M — N continiiment homotopes sont différentiablement
homotopes.

S J

On admet ce lemme (voir par exemples [3], [6] ou [1]-§17.8).

~— Lemme 3.34

Une application continue entre variétés différentielles f : M — N induit un morphisme
f*:H*(N)— H*(M).

-

Démonstration :

Soit f : M — N une application continue, alors il existe f' : M — N lisse continfiment
homotope a f.

On pose f* = f'*.

Alors f* est bien définie : en effet si f”/ : M — N lisse est aussi contintiment homotope a
f alors f’ et f” sont continiiment homotopes et donc différentiablement homotopes et donc

f‘/* — fl/*. .

~— Lemme 3.35

Sif: M — Netg: N — P sont continues entre variétés différentielles alors (g o f) =
frog”.

-

Démonstration :

Si f est homotope & 'application lisse f’ et si g est homotope a application lisse ¢’ alors on
vérifie que g o f est homotope a application lisse ¢’ o f'. |
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3.9

{Théoréme 3.36 : invariance topologique de la cohomologie de de Rham] ~

Si f: M — N est une équivalence d’homotopie (au sens C°) alors f* : H*(N) — H*(M)
est un isomorphisme.

S J

~— Corollaire 3.37 N

Deux variétés ayant le méme type d’homotopie (au sens C°) ont méme cohomologie.

S J

~— Corollaire 3.38 N

Deux variétés différentielles homéomorphes ont méme cohomologie.

Exemples 3.39 :
(i) Si M est le ruban de Mdbius, alors on a un retract de M sur son cercle médiant S, ainsi

n n R sin=0,1
H (M) =H /(Sl) - { 0  sinon

R sin=0
0  sinon

(se calcule aussi avec la suite de Mayer-Vietoris)
(i) (&) = H({point)) = {

~— Corollaire 3.40

Si U est un ouvert étoilé de R? alors U a le type d’homotopie du point et H™(U) =
R sin=0
0  sinon

. Donc toute forme fermée est exacte.

-

Remarque 3.41 : on montre le résultat plus général suivant

Soit Y C R™ et soient fy, f1 : X — Y continues telles que pour tout z € X, le segment
joignant fo(z) & f1(x) est contenu dans Y, alors fy et f; sont homotopes.

X x[0,1] — Y
Il suffit de considérer  (x,t) — (1=t folx) +tfi(z) . [ |

Application 3.42 : théoréme de Brouwer

Si n # m alors R™ et R™ ne sont pas homéomorphes.

En effet, si R™ et R™ étaient homéomorphes, on pourrait supposer l'existence d’'un homéo-
morphisme de R™ \ {0} dans R™ \ {0}. Or on sait que ces variétés différentielles n’ont pas la
méme cohomologie (voir 3.54). [ |

Lemme de Poincaré a support compact

ﬁ[Proposition 3.43 : lemme de Poincaré, version & support compact}

Soit M une variété différentielle alors H?(M x R) ~ H*~1(M).

-

Démonstration :

Nous allons réaliser une démonstration similaire & la précédente.

Remarquons d’abord que toute forme différentielle a support compact sur M x R s’écrit
comme combinaison linéaire de termes de la forme f(z,t)p*n et f(x,t)p*nAdt oun € Q*(M)
(pas forcément & support compact), f lisse & support compact et p: M X R — M.
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On définit TI, de la fagon suivante IT,, : Q*(M x R) — Q*~Y(M) ot IL,(f(x,t)p*n) = 0 et
IL(f(z, t)p™n Adt) = [13 f(a,t)dbr.

e II, commute aux différentielles, dIT, = II.d, et passe donc a la cohomologie II,, : H (M x
R) — H»1(M).

e Soit e : R — R lisse d’intégrale 1, et soit e, défini par e, : Q*(M) — Q*H(M x R)
et e,(w) = p*w A e(t)dt. De méme e, commute aux opérateurs différentiels et induit une
application e, : H*(M) — H (M x R).

e Nous allons désormais construire un opérateur d’homotopie entre e, et II,. Posons K, défini
par K, : Q¥(M x R) — Q" Y M x R) avec K, (f(x,t)p*n) = 0 et K,(f(z,t)p*n A dt) =
pn (S ) =A@ [1Z Fou A = [' e

Nous allons montrer que id — e, _1I1,, = (—=1)""}(d" 1K, — K,,41d") sur Q2(M x R), ce qui
permettra de conclure comme dans 3.12.

e Sur les formes du type f(z,t)p*n avec degn = n. Alors (id — ep—1IL,)(f(z,t)p*n) =

f (@, t)p*n.
Pour Dlautre terme, (d" 'K, — K,.1d")(f(z,t)p*n) = n1d"(f(z, t)p*n) =
- n+1(‘é{dt A p*n + termes sans dt) = —Kn+1((—1)”dfp*n A dit) =

* + *
(—1)m+1 (p n [t prnA(t) e %{) = (=1)"*lp*nf(x,t) puisque f est a support

compact. D’ou le résultat.
e Sur les formes du type f(z,t)p*n A dt avec degn = n — 1. Alors (id — e,—111,,) (f (x, )p* n A

dt)zf(act)pn/\dt—pn(f f)/\e()dt.
Pour autre terme :

(d" 1K) (f(z, t)p*n A dt)

dn=? (p*n (f+°° f) —prnA(t) [T f)

= prd* i) [T+ (0 ) + (—)m ity 1 Shda

pr(d"t )A(t) ff;ff
—(=1)"1p*y [e (t)dt [T F + A(t) (ff;" %) dm}

et
(Kn1d")(f(z, )p'n Adt) = Knpa (p*(dn)Af(w t)dt + (=1)"~ 1p*n/\%dw/\dt)

= p(dn) [T f-prdn)A) [T f
e ot (17 88) do - prnd(o) (17 42 ]

Ce qui permet de conclure.

Remarque 3.44 : la dualité de Poincaré permet de retrouver ce résultat (voir 3.78).

Exemple 3.45 : cohomologie & support compact de R?

R sin=p

0  sinon

Ici le morphisme H?(RP) — R est obtenu en itérant II,, ie par intégration sur RP.

Nous allons déterminer un générateur de H?(RP) : on commence par prendre 1 la fonc-
tion constante que lon itére avec e,. On obtient e(z1)dz1 A e(z2)dze A ... A dzp. Un
générateur de H?(RP) est donc une forme différentielle de la forme a(z)dz ...dz, avec
fRP x)dex; ...dz, = 1. Le support de a peut étre choisi aussi petit que souhaité. |

H? (R?) =

Remarque 3.46 : on en déduit que la cohomologie & support compact n’est pas invariante par
homotopie.

Application 3.47 : le degré d’une application propre

Si f : R™ — R™ est une application propre C* alors f* : H}(R™) — H?(R™) est bien définie.
Par la dimension, ce morphisme envoie un générateur (une forme fermée a support compact
d’intégrale 1) sur un multiple du générateur. On nomme ce multiple le degré de f.

Donc si « est un générateur, f*a = (deg fla =[5, f*a =deg f.

A priori ce nombre est un réel, nous allons voir qu’il s’agit en fait d’un entier.

On rappelle que p est un point critique de f: R™ — R™ si T),f : T,R™ — Tp,)R™ n’est pas
surjectif, on dit alors que f(p) est la valeur critique. En particulier un point ¢ im f est une
valeur réguliére.

Nous admettons le théoréme suivant :




Cohomologie de de Rham - Jean-Baptiste Campesato - Page 47/84

3.6

Théoréme de Sard]

L’ensemble des valeurs critiques d’une application lisse f : R™ — R™ est de mesure
nulle.

Premier cas : si f n’est pas surjective alors deg f =0

Si f est propre alors im f est fermée, donc si « ¢ im f alors il existe un voisinage ouvert U
de x tel que im f NU = @, si on prend « un générateur a support dans U alors f*a =0 =
deg f = 0.

Second cas : si f est surjective

D’aprés le théoréme de Sard presque tous les points de 'image sont des valeurs réguliéres.
Soit € im f une valeur réguliére alors T, f est surjective (et donc un isomorphisme car la
dimension est finie), d’aprés le théoréme d’inversion locale f est un difféomorphisme local en
x, donc f~1(z) est discret. Comme f est propre alors f~1(x) est fini.

Si a est un générateur a support dans le voisinage de x alors f*« est une n-forme différentielle
proche de f~!(z). Comme un difféomorphisme conserve l'intégrale au signe prés, 'intégrale

de f*a au voisinage d’'un point de f~(z) vaut £1 et donc deg f = / ffa= Z +1. W
Rn

(=)

Suites de Mayer-Vietoris

Dans toute cette partie nous considérerons une variété différentielle M recouverte par deux
ouverts U et V : M = U U V. Nous utiliserons les notations suivantes pour les inclusions :

/QK\
U Vv
M

Remarque 3.48 : sii: A — B est une inclusion alors i* : Q*(B) — Q*(A) est la restriction des
formes différentielles.

f—[Proposition 3.49 : la suite exacte courte de Mayer—Vietoris} ~
Soit M une variété différentielle recouverte par deux ouverts U et V alors la suite
de Mayer-Vietoris 0 — Q*(M) -2 Q*(U) @ Q*(V) SN QU NV) = 0 ou

QY (M) — Q™U) e Q* (V) QrU)e Q" (V) — QY UNYV)

a” w — (Jw,jyw) et 5" : (w,m) —  ipw —iyn  est
exacte.

. J

Démonstration :

e kera™ = 0 : évident.
e ima™ = ker 8" : f"(jHw,jvw) = (Ju oiv)*w — (Jv o iv)*'w = iFayw — ifayw = 0 ou
ivny :UNV — M. Donc ima™ C ker 5™.

Réciproquement si (w,n) € ker 8™ alors ij;w = i{,n donc 7 et w coincident sur U NV, on
w, sixelU

peut donc poser la forme différentielle sur M 6, = m sizeV

et alors (w,n) = a™0.

D’ou le résultat.
e Surjectivité de 8™ : soit {py, pv} une partition de 'unité subordonnée au recouvrement

M = UUV. Soit w € Q*(UNYV), posons 7, = { py(@)wz  sizelUNV

0 si x € U \ supp pyv sur

| —pv(@)we sizeUNV ] ) n n
Uetd, = 0 siz eV \ supppu sur V alors n € Q"(U) et § € Q*(V) et

w :Bn(nve)' u
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On déduit de la proposition précédente et de 3.9 la suite exacte longue de cohomologie
suivante :
Corollaire 3.50 : suite exacte longue de Mayer—Vietoris] ~

Si M est une variété différentielle recouverte par deux ouverts U et V alors on a la suite
exacte longue suivante :

(} H™ (M) 6.7;.

. J
Remarque 3.51 : les applications « et 8 passent au quotient. Nous allons briévement donner
0™ en suivant la construction dans 3.9. Soit w € Q"(U N V) une forme différentielle fermée
alors d’aprés la démonstration précédente w = 5"(€) ou € = (pyw, —pyw) € Q" (U) & Q™ (v).
Comme dw = 0 et par commutativité du diagramme d"3" = B"*1d”, on a A*Hld"¢ =
d"pn¢é = d"w = 0 de d(pyw) et —d(pyw) coincident sur U N V. Puis dé = a"Tl(n) ou

[ d(pyw) sur U
= { —d(pyw) surV
a"t2(dntlp) = drHlantly = d»Hld"¢ = 0, par injectivité dn = 0. Enfin 6" ([w]) = [n].
Les vérifications de 3.9 nous assurent que ceci définit bien 6™.

. Comme en 3.9, cette construction nous assure que 7 est fermée :

Exemple 3.52 : cohomologie de S! avec la suite de Mayer-Vietoris (cf 3.23)

Comme S! est connexe, H(S!) ~ R.
Soient U = S'\ {N} et V =S\ {5}, alors S' = U U V. Alors U et V ont une composante
connexe et U NV en a deux donc H*(U) ~ H*(V) ~ R et H*(U NV) ~ R2. Nous avons

0
la suite de cohomologie de Mayer-Vietoris 0 — R — R? AR Y HY(S') — 0. D’aprés 3.2,
H(S'Y) ~R.

Donc H*(S!) = {

R sik=0,1

0 sinon

Une analyse plus approfondie de la suite de Mayer-Vietoris permet d’obtenir un générateur

de H(SY).

L’application i}, : Z°(U) ~ R — Z%U N V) ~ R? restreint une application constante aux
R — R2

deux composantes connexes de U NV, donc ij;(x) = (z,z). Deméme i}, : y — (y,y) .

Ensuite 8% : Z0(U) @ Z°(V) ~ R? — Z%(U NV) ~ R? est donnée par 3°(z,y) = i}, (z) —
it (y) = (z,2) — (y,y) = (x — y,x — y). Donc im(8°) = A = {(z, ), z € R}.

Par exactitude de la suite, H'(S') = imd° ~ R?/keré® = R?/im3° = R?/A ~ R. On
(re)trouve donc le résultat.

Ensuite comme H'(S!) est de dimension 1, il est engendré par tout élément non nul. Un tel
élément s’obtient par exemple en prenant 6°(a,b) ot (a,b) ¢ ker §° = im 8 = A.

Prenons par exemple (a,b) = (1,0). Soit f : S' — R lisse qui vaut 1 sur la premiére
composante connexe de U NV et 0 sur la seconde. Soit {py, py} une partition de l'unité
de S! subordonnée au recouvrement {U,V}. Alors 8°(pv f, —puf) = fiuav = (1,0). Puis

5(1,0) = 8°([8%pv f. —pu £)]) = [n] oty = { A -

Exemple 3.53 : cohomologie de la sphére S™

R? sik=0 R sik=0,1
ais Tk (QOY — prk _ k(Qly — )
Nous avons déja H*(SY) = H*({£1}) = { 0 sinon et H*(S') = 0 sinon .
R sik=0,n
4 kiQn) — ’
Nous allons montrer par récurrence que pour n > 1, H*(S") = { 0 sinon .
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On propose d’étudier la
structure d’anneau de
H*(P"C) dans 3.85.

L’initialisation en n = 1 est déja réalisée.

Supposons la propriété vraie pour un certain n — 1, n > 1. Nous savons déja, par connexité
de S™, que H°(S™) = R et par dimension que H*(S") = 0 dés que k > n.

Soient U = S'\ {N} et V = S!\ {S}, et alors, pour 1 < k < n, le morceau suivant de la
suite de Mayer-Vietoris

s HYYUYe HFEY(V) - HY(UNV) —» HYSY) — HYU)o HFY (V) — - -

donne

0—H'UNV)— H*S") =0
puisque U et V ont le type d’homotopie du point.

Lemme

La sphére privée de deux points UNV = S™\ {N, S} est diffeomorphe & S*~1x] -1, 1]

S —  S"Ix] - 1,1
L’application (zg,...,T,) +— (Ohl\/iig)’ xo) est un difféomorphisme [ |
Comme | — 1, 1[ est contractile, S*"1x] — 1,1[ et S*~! ont méme type d’homotopie. Ainsi

HFYUNV) ~ HEL(SP).

On en déduit que la suite 0 — H*~1(S"~1) — H¥(S") — 0 est exacte, ce qui permet de
calculer H*(S™) pour 1 < k < n.

Il reste & calculer H(S™), ce qui se fait en appliquant 3.2 &

0— H(S") = HY(U)® H*(V) - HY(UNV) — HY(S") =0

et en remarquant que H*(U NV) = H°(S"!) = R. ]

Remarque 3.54 : soit n > 1, comme S"~1 < R"\ {0} est une équivalence d’homotopie, on dé-

R? sik=0 (n=1)
duit de 'exemple précédent que H*(R™\{0}) = H¥(S" )= R sik=0,n—-1 (n>1) .
0 sinon

Exemple 3.55 : cohomologie de 1’espace projectif complexe P"C, n > 1

On montre comme dans ’exemple 1.8 que P"C est une variété différentielle, cette fois les
cartes vérifient ;(U;) = C"™ ~ R?". Il s’agit donc d’une variété différentielle lisse de dimension
2n.

Nous allons montrer que H?¥(P"C) ~ R et que H**+1(P"C) ~0ou 0 < k < n.

Posons p=1[1:0:...:0].

~— Lemme ~

pr-ic — P*C\ {p}
L’application j : [z1:...:2,] +—— [0:21:...:2,] estuneéquivalence d’homo-
topie.
. J
PrC\ {p} — priC
Posons k : [zg:...:@y] +—— [r1:...:m,] alors koj = id et j o k est homotope a
l'identité de P"C par H(t,[xo: ... @p]) = [txo: 21 : ... &y |
Alors PPC=UUV oa U ={[zg:21:...:2,] € P"C, 290 #0} et V= P"C\ {p}.
U= UO — Cr ~ R27

Nous avons aussi que U NV =~ R?™ \ {0} puisque ¢o : [r¢:...:2,] (%7 e %)
est un difféomorphisme qui envoie [1:0:...: 0] sur 0.

Nous allons démontrer le résultat par récurrence. Pour l'initialisation, le résultat est vrai si

n =1 d’aprés ce qui précéde puisque P'C est diffeomorphe a S? (1.21).
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Pour I’'hérédité, supposons la propriété vraie pour un certain rang n—1, n > 1. Par connexité
de P"C, nous avons déja que H°(P"C) = R. Etudions la portion suivante de la suite de
Mayer-Vietoris de P"C (1 < k <2n —1)

— H¥"'(UNV) — HY(P"C) - H*U) & H*(V) » HY(UNV) -
qui donne
0 — H*(P"C) —» H*(P"~'C) - 0

ce qui permet de calculer H*(P"C).
Pour k =1,

0 — H°(P"C) — H(U)®aH(V) - H'(UNV) = H(P"C) —» H*(U)oH (V) — H(UNV) —
donne
0—+R—-R*—=R— HY(P"C)— H'(P"'C) =0

ce qui permet de conclure a ’aide de 3.2.

Pour k =2n—1,--- = H™2(UNV) - H*1(P"C) —» H* Y U)p H" Y (V) — ---
donne 0 — H?"~}(P"C) — 0.

Enfin, pour k = 2n,

c= HPN U)o H'N(V) — H* Y (UNV) —» H(P"C) — H*(U) @ H*™(V) — - --

donne
0—R— H*(P"C) -0

ce qui permet de calculer H*"(P"C). |

ﬁ[Proposition 3.56 : suite exacte courte de Mayer-Vietoris & support compact

Soit M une variété différentielle recouverte par deux ouverts U et V alors la suite de
Mayer-Vietoris & support compact 0 < Q*(M) <> Q*(U) © Q*(V) £ BUNV)«0
est exacte ol a(w,n) = ju«w + jv«n et B(w) = (iyw, —iy.w).

-

Démonstration :

Vérifions juste la derniére étape. Si w € Q*(M) alors w = a(pyw, pyw). La forme pyw est
bien a support compact puisque supp(pyw) C supp py Nsupw et que, dans un espace séparé,
un fermé d’un compact est compact. |

On déduit de 3.9 :
ﬁ[Corollaire 3.57 : suite exacte longue de Mayer-Vietoris & support compact%

Si M est une variété différentielle recouverte par deux ouverts U et V alors on a la suite
exacte longue suivante :

= H (U NV)

5™

D
H”UﬂV(—>
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3.7

Recouvrements simples

On peut démontrer que tout recouvrement ouvert d’'une variété différentielle admet un
raffinement étant un bon recouvrement, ie dont les intersections finies non vides sont difféo-
morphes & R™. Cependant, ce résultat se démontre avec de la géométrie riemannienne (voir
par exemple [1]). Nous proposons ici d’utiliser un résultat plus faible mais admettant une
preuve élémentaire : toute variété différentielle admet un raffinement étant un recouvrement
simple, ie dont les intersections finies non vides sont contractiles. Cette preuve est basée sur
la premiére partie de article [10].

— Définition 3.58 ~

Un recouvrement simple est un recouvrement ouvert d’une variété différentielle dont les
intersections finies non vides sont contractiles.

- J

— Définition 3.59 N

Une variété différentielle est dite de type fini si elle admet un recouvrement simple fini.

S J

r—(Déﬁnition 3.60 : raffinement d’un recouvrement ouvert] ~

Soient U = {Us}tacr et V = {Vg}ges deux recouvrements ouverts d’un espace topolo-

gique.
On dit que V est un raffinement de U/, noté U < V si tout Vg est contenu dans un U,,
ie il existe une application ¢ : J — I tel que V3 € J, Vg C U,(g)-

S J

~— Théoréme 3.61 N

Tout recouvrement par des ouverts d’une variété différentielle admet un raffinement étant
un recouvrement simple.

. J
Démonstration :

D’aprés le théoréme de plongement de Whitney (1.55), on peut supposer que M est une
sous-variété lisse de RN munie de sa structure euclidienne usuelle.

Pour tout « € M, T, M est un sous-espace vectoriel de RN et on considére la projection
linéaire 7, : RN — T, M.
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~— Lemme 1 N

Pour tout € M, il existe un voisinage ouvert U C M de z (topologie induite) tel
que

(i) YyeU, my : U = U, =my(U) est un difféomorphisme.
(ii) Yy € U, V21,20 € U, d(21, 22) < 2d(my(21), 7y (22)).

v, — R
(iil) Vy € U, V20 € U, hy ., : my(2) +—— (d(z,20))? est convexe.

= J

(i) Par un changement de repére on peut supposer que RY = T, M @ E de coordonnées
(t,w) et alors T,, M est le plan w = 0. D’aprés le théoréme d’inversion locale il existe un
ouvert U tel que 7, : U — 7, (U) soit un diffécomorphisme. La réciproque f : V — U
est un paramétrage w = f(t) de M au voisinage de x par un voisinage de 0 dans
T,M. Donc f(0) = 0 et comme T, M est w = 0, dpf = 0. Donc w = o(t). Soit
y € Ualors y = (t, f(t)) alors par l'espace tangent au graphe d’une fonction, T, M =
{t+h, f(t)+dif(h)}. 11 existe € > 0 tel que sur le voisinage ||df| < e, donc p, est
injectif. Soit z € U alors d,(p,) : T»M — T, M coincide avec la projection orthogonale
.M — T,M; p, : M — RN — T,M donc d(p,) = T-M < RN — T, M. Donc p,
est un difféeomorphisme sur U.

(ii) Comme pour le premier point, on suppose RY = Ty M & F et M s’écrit {(t,w), w =
f(t)} avec f(0) =0et TyM : w =0, donc d, f = 0. Et ainsi, w = o(t) : il existe ¢ > 0
tel que ||w|| < ]|t]] pour tout z = (¢,w) € U. Quitte a prendre U suffisamment petit
pour que ¢ soit suffisamment petit, pour tout z; = (t1,w1),22 = (t2,w2) € U, on a
d(221, 22) S 2d(t1, tg).

(i) La hessienne de hy, en x est l'identité. On peut prendre U assez petit pour que la
hessienne soit aussi proche que 'on veut du cas précédent. On conclut en remarquant
qu’une application lisse est convexe si et seulement si sa hessienne est positive. |

Comme tout recouvrement ouvert admet une partition de I'unité subordonnée, tout recouvre-
ment ouvert admet un raffinement (V;);cr localement fini dont les ouverts sont relativement
compacts. On suppose que les V; sont des ouverts de M pour la topologie induite. Dans toute
la suite on travaille pour la topologie induite sur M.

Pour lexistence du Pour tout i € I, V; est recouvert par un nombre fini d’ouverts (U;) vérifiant les propriétés
nombre de Lebesgue du lemme, par relative compacité. Notons R; le nombre de Lebesgue du recouvrement (U;),
d’un recouvrement, voir ie Vx € Vi, 3jo, Br, (x) C UjO'

mon mémoire de M1 : Comme V; est un ouvert, on peut supposer B, () C V; (quitte & intersecter les U; avec V;),
http://citron.9grid. en particulier Bp, (z) est relativement compacte.

fr/docs/memoire . pdf, Comme Bg,(z) C Uj,, Br,(z) hérite des propriétés (i), (ii) et (iil) du lemme 1.

lemme 3.12. Lemme 2

Pour tout z € V;, {y € T,M,d(y,z) < &} C m,(B(R;,2)).

Soit 2/ € Omy(Bg, (x)), alors 2z’ = limz, ou 2] = m,(2;), 2; € Bg,(x). Par relative com-
pacité de Bg, (), on peut extraire une sous-suite z,(;) convergeant vers z € Bg, () et alors
par continuité 2’ = m,(z2).

D’aprés (i), tout point intérieur de Bg, () s’envoie sur un point intérieur, donc z € OBg, ().
Donc d(z,z) = R; et d’apres (i) d(, 2') = d(m,(2), 7y (2)) > &t [ |
Lemme 3

Soient z € V; et r < % alors pour tout y € B,(z), 7, : B(y,r) = T, M induit un
difféomorphisme sur un convexe.

Solent 21, zh € mx(B(y,r)) alors 2] = my(21) et 25 = my(22) avec d(z;,y) < r = d(z;, ) < 2r
puisque d(z,y) <.
Comme une projection diminue les distances : d(z}, ) = d(m,(2;), 7z (x)) < d(z;, ) < 2.



http://citron.9grid.fr/docs/memoire.pdf
http://citron.9grid.fr/docs/memoire.pdf
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3.8

Donc pour tout 2’ € [z], 23], d(2/,x) = ||z1t + 25(1 —¢) —x(t+ (1 —t))|| < td(27,2) + (1 —
t)d(zh, x) < 2tr +2(1 — t)r = 2r.
D’aprés le lemme 2, 2’ € 7, (B(x, R;)).
m(Br(2) — R
D’aprés (iii) 2/ =m.(2) —— (d(z,y))? est convexe, et comme en z) et 2} la fonction

est inférieure & 72, il en va de méme pour tout 2’ € [z1, 23]. [ ]

Construction du recouvrement : on recouvre chaque V; par un nombre fini (relative compa-

cité) de B LN (x;;), on obtient ainsi un raffinement de (V;) et donc du recouvrement initial.

Ensuite ce recouvrement est localement fini (vu que (V;) lest).

Montrons que ce recouvrement est simple : soit x € Z = ﬂ B n (w;) alors chaque
forcément finie

boule de I'intersection est de la forme By(y) avec s < r et y € B,(z) ot r = max £, Chaque

boule est contenue dans Bp,(x) et sur cette boule, 7, est un difféomorphisme. D’aprés le

lemme 3, chaque 7, (B 5, (2i;) ) est convexe, et donc I'image de Z par 7, est convexe comme

intersection finie de convexes. L’homotopie se reléve par le difféeomorphisme 7, et ainsi Z est

convexe. [ ]

Remarque 3.62 : on peut se ramener & 'existence d’un bon recouvrement a ’aide du résultat

suivant : tout ouvert étoilé (c’est donc en particulier vrai pour les convexes) de R™ est difféo-
morphe & R™. Une preuve élémentaire de ce résultat est disponible dans [4].

Corollaire 3.63

Toute variété différentielle admet un recouvrement simple.

Dimension finie de la cohomologie de de Rham

Théoréme 3.64

Si M est une variété différentielle de type fini alors H™(M) est de dimension finie pour
tout n € N.

Remarques 3.65 :

e Le résultat est donc en particulier vrai si M est compacte.
e Ce théoréme revient a dire que si M est de type fini alors dim H*(M) < oo.

Démonstration :

Nous allons démontrer ce résultat en réalisant une récurrence sur le cardinal d’un recouvre-
ment simple de M.

Si ce cardinal vaut 1, alors M est contractile et le résultat est donc vrai.

Supposons désormais que le résultat soit vrai pour toute variété différentielle ayant un re-
couvrement simple de moins de p ouverts et soit M une variété différentielle admettant un
recouvrement simple {Uy, ...,U,} de p+ 1 éléments.

Alors V. =UpU...UU,_1 est un ouvert admettant un recouvrement simple {Uy, ..., Up_1},
ainsi sa cohomologie est de dimension finie. L’ouvert U, est contractile, sa cohomologie est
donc de dimension finie. Et enfin, VN U, = (UyU...UU,—-1) N U, est un ouvert admettant
{UonU,,...,U,_1NU,} comme recouvrement simple, ainsi sa cohomologie est de dimension
finie.

Comme M =V UU,, la suite longue de Mayer-Vietoris

0— H(M)— H°(U,) ® H*(V) — - -

nous indique que HY(M) est isomorphe & un sous-espace vectoriel de H°(U,) & H°(V).
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Pour k > 0, étudions la portion suivante de la suite de Mayer-Vietoris :

S HMYV UL YD BN M) S HE(U,) @ HE(V)

k k

, ce qui permet de conclure.
|

Nous obtenons que H¥(M) ~ ker of @ ima* = im §*~! @ im

Remarque 3.66 : en adaptant la preuve, on montre que si M est de type fini alors H? (M) est
de dimension finie pour tout n.

Remarque 3.67 : les dimensions des espaces de cohomologie se nomment nombres de Betti.

3.9 Dualité de Poincaré

La dualité de Poincaré peut se démontrer facilement lorsque M est orientée de type fini
en réalisant une récurrence sur le cardinal d’un recouvrement simple fini similaire & 3.71 (voir
par exemple [1]). Nous proposons une preuve plus générale ot nous ne faisons pas d’hypothése
sur ’existence d’un recouvrement simple fini, ce raffinement demande une étude plus précise
de la topologie des variétés différentielles (voir [9] et [6]).

Pour M une variété différentielle orientée de dimension n et pour un entier k, on consi-
HF(M) x H k(M) — R
dére I'application bilinéaire P¥, : ([w], []) — [y wAn quiest bien définie

puisque le produit extérieur et 'intégration passent a la cohomologie (d’aprés le théoréme de
Stokes pour le second).

HY (M) — HM*(M)*
L’application P¥, induit une application linéaire D%, : [w] — ([~ [ywAn) .

Théoréme 3.68 : dualité de Poincaré]

Soit M une variété différentielle orientée et soit k£ un entier, alors 'application linéaire
DF . est un isomorphisme.
Donc H*¥(M) ~ H?*(M)*.

Pour démontrer ce résultat, nous allons avoir besoin du lemme suivant :

Si U et V sont deux ouverts de M, nous avons les suites de Mayer-Vietoris suivantes (en
considérant U U V' comme variété différentielle) :

k—1 o s k
. 5 Hk(UUV) restriction Hk(U)EBHk(V) différence Hk(UﬁV) S Hk+1(UUV) N

et

n— -

- HM R UUY) & gk (e TR(V) ¢—— HY ’“(UOV) H" FLUWY)

En remplagant §* par (—1)*T16% et en passant au dual la ligne du bas, nous obtenons le
diagramme suivant dont les lignes sont exactes :

(_1)k+1 k

kgk—1 5
(-1) HYUUV)

———= HKU UV)
lvzw D im@@ve ® l” ® lvm

. R Hn k(U U V) s H;L—k(U)* ey Hél—k(v)* Hn k(U a) V) n,k;,ﬁgl_k_laj U V>* .

t
Lon Bn—k £y

ﬁk

H*(U) @ H* (V) HFUNV)

Lemme 3.69

Le diagramme ci-dessus commute.
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Démonstration :

La commutativité des carrés D et (2 est facile a vérifier. Intéressons-nous au troisiéme carré.
Rappelons que si [w] € H*(UNV) avec w un représentant fermé alors §*w] = [n] € H**1(UU
V) ot 7 est un représentant fermé et vérifie ny = d(pyw) et gy = —d(pyw). De méme si
[0] € H"*=L(UUV) avec 6 fermé alors 67~ *~1[0] = [r] € H*¥(UNV) avec 7 fermé vérifiant
(iv«T, —iv.T) = (d(put), d(pv ).

Remarquons que comme w et 7 sont fermés, on a : d(pyw) = (dpy)w et d(pyw) = (dpy)w

On rappelle que comme Ainsi :

b U0V < U, i [0 0 Dy (WD] (8D = Jyw AT

est ’extension de 7 par = w A d 0
0 sur U. fUﬁV pV)

DM [y (dpy)w A0
-1) +1f % v 1 A8 puisque suppn C U NV
) +

'[Pyl o 6% (1w))] (161)

= (
n

Remarque 3.70 : on peut supposer que M admet une base dénombrable stable par intersec-
tions finies : soit B une base dénombrable de M alors B’ = {U; N...NU,,, U; € B} est encore
une base dénombrable (les intersections & 1 ouvert sont dénombrables, celles & deux aussi. . . on
a donc une réunion dénombrable de dénombrables qui est dénombrable).

Jusque la fin de la preuve de la dualité de Poincaré, si B est une base dénombrable stable par
intersections finies de M alors on note By I’ensemble des ouverts de M qui s’écrivent comme
union finie d’éléments de B (c’est encore une base dénombrable stable par intersections finies)
et Bs 'ensemble des ouverts de M qui s’écrivent comme union (au plus dénombrable) d’élé-
ments disjoints de B.

~— Lemme 3.71

Si pour tout O € B et pour tout k, Dg est un isomorphisme alors pour tout O € By et
pour tout k, Dé est un isomorphisme.

-
Démonstration :

Tout élément de By s’écrit O = O, U ... Oy, avec O; € B.

Démontrons le résultat par une récurrence sur m. Si m = 1, alors le résultat est vrai par
hypothése.

Supposons que le résultat soit vrai pour tout ouvert de B¢ s’écrivant comme réunion d’au plus
m—1 éléments de de B et soit O = O1U...UO,, € By avec O; € B. Posons U = O1U...UO,,_1
et V=0,alorsUNV =(01N0,)U...U(Op_1N0,) et ainsi le résultat est vrai pour
U,V et UNV par hypothése de récurrence, et donc pour U UV en appliquant le lemme des
cing (3.3) au diagramme du lemme 3.69. |

~— Lemme 3.72

Si pour tout O € B et pour tout k, Dg est un isomorphisme alors pour tout O € B et
pour tout k, Dg est un isomorphisme.

-

Démonstration :

Soit O € B, alors O = |_| O; avec O; € B.

i=0
D’aprés 3.25 nous avons un isomorphisme H*(O) — HH k . De méme, d’aprés 3.29

o)

nous avons un isomorphisme @H n=F(0;) = H"*(0), qui en passant au dual induit un
=0
(oo}

isomorphisme H"~*(0)* — H H!*(0)
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On vérifie que le diagramme suivant commute :

D5

H*(0) H=M0)*
[17"©) —— a0
1L DS, ;
=0 i i=0
ce qui permet de conclure. |

~— Lemme 3.73

Tous les ouverts de M sont contenus dans ((By)s)s (il s’agit donc de l'ensemble des
ouverts de M).

-

Démonstration :

Soit O un ouvert de M alors O est une variété différentielle. Soit (V,)nen la suite d’ouverts
de 1.46 pour la variété O. Nous allons construire une suite d’ouverts (W, ),en vérifiant :

O Vac U WnCVapn=JWa=0
m<n neN
(ii) W, € By
(iil) W, NWyio =92, Vn eN
Comme V; est un ouvert, Vi s’i@it comme une réunion d’ouverts de B, on extrait un nombre
fini de ces ouverts recouvrant Vg, et on note Wy la réunion de ces ouverts.

Supposons W, construits pour m < n. Alors V; \ U Wy, est un compact inclus dans
m<n
Pouvert V,, 1 \ V5,1, cet ouvert s’écrit comme réunion d’éléments de B dont on extrait un

recouvrement fini de V; \ U W, et on note W,, la réunion des ouverts de ce recouvrement.

m<n
On a bien Vn, W,, € By. Le premier point est aussi vrai puisque

U Wm=w,u UWnD<Un\ UWm>U U W =0T,

m<n m<n m<n m<n

Le troisiéme point est vrai puisque W,, C V,u1 \ Vo1 et Wiygo C Vias \ Viar et que ces
ensembles sont disjoints.

Enfin posons U; = |_| Way, € (Bf)s et Us = |_| Want1 € (Bf)s alors O = U1UU; € ((By)s) -

neN neN
|

Démonstration de la dualité de Poincaré :
Cas1l: M =R".

Comme HF(R") = {

R sik=0 R sik=n
0  sinon 0  sinon
DY. : H°(R™) — HM(R™)* est un isomorphisme. D’aprés les dimensions, il suffit méme
simplement de vérifier que DY, # 0.

Or [D(L)]([7]) = fgn LAN = Jgnn, donc D(1) # 0 et D # 0 (prendre n = fdxy A... Adz,
avec f positive & support compact).

Cas 2 : M est un ouvert de R™

et HF(R") = { il suffit de vérifier que
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Les ensembles O = {z € R", a; < x; < b;} forment une base stable par intersections finies
pour la topologie usuelle de R™ et sont difféomorphes & R™ par f : R® — O. Comme f~!
est propre on peut considérer (f~1)* : H*(R") — H*(O). On vérifie alors que le diagramme
suivant commute :

HY(0) —— HY(R")

k
\L i i DK"

k n—k(mn
(o, (Cauh >H Ry

Et ainsi d’aprés le premier cas (pour 'isomorphisme de Dﬁn) et d’aprés les lemmes précédents,
la dualité de Poincaré est vraie pour tout ouvert de R” et Dﬁn est un isomorphisme.
Cas 3 : M est une variété différentielle orientée de dimension n
Remarquons que M admet une base dénombrable stable par intersections finies dont les
ouverts sont diffécomorphes a des ouverts de R™ (on prend B une base dénombrable stable
par intersections finies et A ensemble des cartes d’un atlas, alors B = {UNViN...NV,, U €
B, V; € A} convient : si O est un ouvert et si x € O, alors il existe U € B tel que z € U C O
et il existe V€ G tel que z € V et donc x € VNU C O).
Ainsi, d’apreés le cas précédent et avec un diagramme commutatif similaire, on voit que tout
ouvert de cette base vérifie la dualité de Poincaré. Donc, d’aprés les lemmes précédents, tout
ouvert de M, et donc M, vérifient la dualité de Poincaré. |

Remarque 3.74 : nous n’avons généralement pas H¥(M) ~ H"=*(M)*, cela vient du fait que

le dual d’une somme directe est un produit direct mais que le dual d’un produit direct n’est

pas une somme directe.

-

~— Corollaire 3.75 N

Si M est une variété différentielle connexe et orientée de dimension n alors H? (M) = R.

-

~— Corollaire 3.76 N

Si M est une variété différentielle connexe et orientée de dimension n alors
Hr (M) = { R si M est compacte .

0  sinon

Démonstration :

Si M est compacte, c’est évident en utilisant le corollaire précédent.
Supposons que M ne soit pas compacte alors, H"(M) ~ HO(M)*, et H)(M) ~ 0 puisque
les formes différentielles constantes sur M (connexité) ne sont pas a support compact. W

Application 3.77 : degré d’une application entre variétés différentielles orientées et compactes

Remarque 3.78 : on retrouve le lemme de Poincaré & support compact (3.43) : H¥(M)*

Soit f: M — N une application lisse entre deux variétés différentielles orientées, compactes
et de méme dimension. Le degré de f est défini comme étant || u JTw ol w est un générateur
de H™(N). On montre avec le méme argument que 3.47, que le degré de f est un entier. W

1

H" *(M) ~ H"¥(M x R) ~ H¥1(M x R)* (puisque R est contractile) et donc H*(M) ~
HFL(M x R).
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~— Corollaire 3.79 N

Si M est une variété différentielle compacte et orientée de dimension n > 1 alors pour
tout k € [0, n] 'application

Hk(M) — Hn—k(M)*
wl = (= fyw )

est un isomorphisme linéaire.

- J

~— Corollaire 3.80 N

Soit M une variété différentielle compacte, connexe et orientée de dimension n > 1 alors

H"(M) — R

[w] — fyw
est un isomorphisme linéaire.
. J
Démonstration :
I On applique le corollaire précédent pour k = 0 et alors H°(M) = R. |

Remarque 3.81 : on en déduit que si M est compact, connexe, orientée et de dimension n alors
pour w € Q"(M), wa = 0 & w exacte. Il s’agit d’une sorte de réciproque a 2.83 et c’est
I’argument utilisé en 3.23 pour calculer la cohomologie de S*.

Le corollaire précédent admet une généralisation :

~— Corollaire 3.82 ~

Soit M une variété différentielle connexe et orientée de dimension n alors ¢
HYM) — R

[w] — [;w est un isomorphisme linéaire.
S J
Démonstration :
R~ HY(M) — H(M)*
On a l'isomorphisme DY, : c — (W] e fyw) et o =DY (1), donc ¢ est
non nulle et ¢’est donc un isomorphisme puisque dim H(M)* = 1. ]

Remarque 3.83 : attention, le résultat change complétement lorsque M n’est pas orientable :

ﬁ[Proposition 3.84]

Si M est une variété différentielle connexe de dimension n non orientable alors H? (M) =

{0}

.
Démonstration :

Le projecteur p : M — M est un revétement a deux feuillets ott M est orientable et connexe.
Commengons par remarquer que I'unique automorphisme de revétement 7 non trivial renverse
I'orientation. Puis si w € Q7(M) alors @ = p*w € QP (M) vérifie 7°w = @.

Ainsi, [7;@0 = [577°0 = — [37w et donc [77w = 0.

Donc d’aprés le corollaire précédent, w est exacte : il existe 7 € Q7 ~1(M) vérifiant & = d7.
Alors $(1+7*7) est une (n—1)-forme différentielle sur M invariante par 7* (puisque 72 = id)
dont la différentielle coincide avec celle de @. Elle définit ainsi une forme 7 sur M vérifiant

n=7pn.
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3.10

I Enfin, comme p est un isomorphisme local, w = dn. |

Exemple 3.85 : structure d’anneau sur H*(P"C) (suite de I’exemple 3.55)

La dualité de Poincaré va nous permettre de calculer la structure d’anneau de l’algébre
graduée H*(P"C) = @H*(P"C) : nous allons montrer que H*(P"C) ~ R[u]/(u"*!) avec u
de degré 2. Cela signifie que si u est un générateur de H?(P"C) (ie # 0) alors u* est non
nul pour k < n.

Nous allons démontrer le résultat par récurrence sur n.

L’initialisation au rang n = 1 est immédiate.

Supposons que la propriété soit vraie pour un certain rang n — 1 : H*(P"~'C) ~ R[v]/(v").

L’inclusion j : P"7'C — P"C de 3.55 induit un isomorphisme j* : H*(P"C) &
HF(P"1C) pour k < 2n.

Nous avons vu ce résultat dans la preuve de 3.55 : 0 — H*(P"C) 25 H*(P"~'C) — 0 est
exacte pour 1 < k < 2n — 1, utiliser H>"~1(P"C) = 0 pour k = 2n, pour k = 1 il suffit de
remarquer, par exemple, que H°(U) — H°(U N'V) est surjective. (remarque : pour k = 2n,
on avait H?"~1(S?"~1) ~ H?"(PC")). [ ]

Il existe donc u € H2(PC") tel que j*(u) = v. Ensuite, pour k < n, on a j*(u*) = (j*(u))* =
vk £ 0 = uF £0.

D’aprés la dualité de Poincaré, on a l'isomorphisme D=1 . g2(»=1)(pC*) — H?(PC")*
donné par D2("_1)(w) (u) = wu. Il doit étre non nul pour tous les w # 0, en particulier pour
w=u""1. Donc u™ # 0. |

Théorémes de Kiunneth

Tout comme pour la dualité de Poincaré, les théorémes de Kiinneth peuvent facilement se
démontrer, en faisant des hypothéses sur I'existence d’un recouvrement simple fini pour une
des deux variétés différentielles, & ’aide d’une récurrence sur le cardinal de ce recouvrement
simple similaire & 3.88 (voir [1]). Nous proposons ici une approche plus générale qui nécessite
une étude plus précise de la topologie des variétés différentielles (voir [9]).

Pour plus de précisions sur le produit tensoriel d’algébres graduées voir la section Ap.83.
Soient M et N deux variétés différentielles, on considére les projections 7y, et mx

MxNDM oM

g

N

QO (M) x Q*(N) — Q*(M x N)
alors ’application bilinéaire (w,n) —  myw ATryn  induit un morphisme d’al-

gebres graduées £ : Q*(M) ®@g Q*(N) — Q*(M x N). On vérifie qu’il s’agit d’'un morphisme
de complexes de cochaines : si w € Q"(M) et si n € Q™(N) alors (d"T™(w ® 7)) =
K((d"w)@n+(—1)"w®(d™n)) = i (d"w) Amyn+(—1) 1 wATN (d™n) = (A" (7 w)) ATyn+
(=)"my A(d™(mhn)) = A" (rhwATyn) = A" R(w®n) done dok = kod et donc k passe
H*(Q*(M) @g Q*(N)) ~ H*(M) ®g H*(N) — H*(M x N)
a la cohomologie en & : [w] ® [n] —  [mhw AT
Remarquons que k : Q*(M) x Q*(N) — Q*(M x N) se restreint en une application k. :
QX (M) x QE(N) = QF(M x N) (puisque supp k(w,n) C suppw X supp?) qui, comme précé-
demment, induit un morphisme d’algébres graduées x. : HX(M) ®@g HX(N) — H*(M x N).

(&
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Théoréme 3.86 : théoréme de Kiinneth & support compact]

Soient M et N deux variétés différentielles.
L’application . : H*(M) g H*(N). — H}(M x N) est un isomorphisme d’algébres
graduées.

Remarque 3.87 : en particulier si M et N sont compactes alors H*(M) ®r H*(N) — H*(M x
N).

La démonstration de ce lemme nécessite les lemmes suivants.

Nous reprenons les conventions de la démonstration de la preuve de la dualité de Poin-
caré : si B est une base topologique dénombrable stable par intersections finies de M alors
B; est 'ensemble des unions finies d’éléments de B et B, est I’ensemble des unions disjointes
d’éléments de B.

~— Lemme 3.88

Si B est une base dénombrable stable par intersections finies de M et si k. : H(O) ®r

H*(N). = HX(O x N) est un isomorphisme pour tout O € B alors il en est de méme
pour tout O € By.

-

Démonstration :

Un élément O € B s’écrit O = Uy U...UU,,, U; € B. Nous allons réaliser une récurrence sur
m. Sim = 1, le résultat est vrai par hypothése.

Pour I’hérédité supposons le résultat vrai pour tout ouvert s’écrivant comme réunion d’au plus
m— 1 éléments et considérons O = Uy U...UU,,, U; € O. Posons U = Uy et V = UsU...UU,,
alors W =UNV = (U1NU2)U...U(U;NU,,) avec Uy NU; € B. Par hypothése de récurrence,
le résultat est vrai pour U, V et W.

Considérons les suites exactes courtes de Mayer-Vietoris

0—=-Q(W) - QU e (V) = Q2:(0) -0

et
0= QW XN)=>QUXN)®Q(VxN)=Q(OxN)—=0

alors en réalisant le produit tensoriel de la premiére suite par 2%(N), on obtient le diagramme
commutatif suivant dont les lignes sont exactes :

00— QW) ®r Q(N) — (V) ®r Q:(N)) © (2:(V) @r Q2(N)) — Q(0) @r (V) —0

\LKAC i’ic@/{c lﬁc

0——= QW x N) QU x N) @ Q:(V x N) Q*(0 x N)

0

On conclut en appliquant le lemme des cing (3.3) dans le diagramme de cohomologie dont
les lignes sont exactes déduit du diagramme précédent puisque k. : H*(W) @g H*(N). —

HWxN), k.: Hf(U)@r H*(N). = HY(U X N) et ko : H¥(V)@r H*(N). = H*(V x N)
sont des isomorphismes. |

~— Lemme 3.89

Si B est une base dénombrable stable par intersections finies de M et si k. : HX(O) Qg
H*(N). — HX(O x N) est un isomorphisme pour tout O € B alors il en est de méme
pour tout O € B;.
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Démonstration :

SiO= |_| Og, on construit a 'aide de 3.29 le diagramme commutatif suivant

(e

Bre

PH; (0.) ® H (N))

[e%

P H; (O x N)

:V l:

H:(O)@ HZ(N)

ou ¢ est la composée

D(H: (0a) @ HZ (N)) = <@H§(Oa)> ® HI(N) — HI(O x N) @ HZ(N)

«

Comme par hypothése les applications k. : H(O,) @ HX(N) — H}(O, x N) sont des
isomorphismes, le lemme est démontré. |

~— Lemme 3.90

Si B est une base dénombrable stable par intersections finies de M et si k. : HX(O) Qg
H*(N). — HX(O x N) est un isomorphisme pour tout O € B alors il en est de méme
pour tout ouvert O de M.

-

Démonstration :

| 11 suffit d’appliquer les deux lemmes précédents et 3.73. |

Démonstration du théoréme de Kiinneth a support compact :

Premier cas : M est un ouvert de R™ et N quelconque

Les ensembles O = {z € R", a; < x; < b;} forment une base stable par intersections
finies pour la topologie usuelle de R™ et sont difféeomorphes & R™, ainsi, d’aprés le lemme
de Poincaré, le théoréme est vrai pour ces ouverts. On déduit du lemme précédent, que le
théoréme est vrai pour M.

Second cas : M et N quelconques

Soit B une base dénombrable de M stable par intersections finies et dont les ouverts sont
diffeomorphes a des ouverts de R™ (voir la preuve de la dualité de Poincaré pour I'existence).
Alors d’aprés le point précédent, le résultat est vrai pour chaque élément de la base de M et
donc pour tout ouvert de M d’aprés le lemme précédent, et donc en particulier pour M. W

Cette preuve ne se généralise pas a la cohomologie de de Rham (sans support compact)
puisque la cohomologie de de Rham d’une union disjointe est cette fois un produit direct et
non plus une somme directe. Cependant nous avons le théoréme suivant :

Théoréme 3.91 : théoréme de Kﬁnneth]

Soient M et N deux variétés différentielles telles que dim H*(M) < oo ou dim H*(N) <
00.
Alors k: H*(M) ® H*(N) — H*(M x N) est un isomorphisme.
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~— Lemme 3.92 N

Soient M et N deux variétés différentielles orientées et munissons M x N de 'orientation
produit. Alors le diagramme suivant commute :

H*(M)@H*(N) r H*(MXN)
(DM®Dn)OEl/~ Ni'DMXN

\ KZ

(He(M) @ HZ(N))*

ou les applications D sont celles de la dualité de Poincaré, ot € est 'automorphisme
linéaire de H*(M) @ H*(N) donné par e(a ® B) = (—1)dimM-dega)deg B & 3 et o i
est l'inclusion usuelle.

S J

Démonstration :

11 suffit d’appliquer le théoréme de Fubini pour les variétés (2.75) puisque k(w ®n) = w X 7
sur les formes différentielles. |

Démonstration du théoréme de Kiinneth :

Premier cas : si M et N sont orientables

D’aprés le lemme précédent, puisque k. est un isomorphisme, nous devons juste montrer que
linclusion i est surjective, ce qui est bien le cas puisque Hf(M)* ~ H*(M) ou H(N) =~
H*(N) est de dimension finie.

Deuxiéme cas : si M n’est pas orientable et si N est orientable

Soit p : M — M le revétement orientable & deux feuillets de M. Alors M x N est un
revétement orientable & deux feuillets de M x N. Considérons 7 : M — M I’automorphisme
de revétement non trivial.

Le diagramme suivant commute

H*(M) @ H*(N) = H*(M x N)

T*®idT T(-rxid)*

H*(M)® H(n) —— H*(M x N)

Et donc  se restreint en un isomorphisme  : H¥ (M)QH*(N) — Hy (M xN) ([w] € H: (M)
si TFw = w).
Nous obtenons donc le diagramme commutatif suivant

H3(M)® H*(N) = H3 (M x N)
p*®idTN NT(pxid)*
H*(M)® H(n) —— H*(M x N)

Ce qui permet de conclure.
Les deux autres cas se démontrent de la méme facon. |

Exemple 3.93 : cohomologie du tore
Considérons le tore T = S! x S alors H*(T) = H*(S') @ H*(S!).

2 sin=1
Plus précisément : H*(T) =< 1 sin=0,2 . |
0 sinon

Application 3.94 : polynémes de Poincaré

Soit M une variété différentielle de dimension n dont la cohomologie (resp. a support com-
pact) est de dimension finie.
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On pose pup(t) = Zbi(M)ti le polynéme de poincaré <resp. Pc(t) = Zbi,c(M)ﬂ) le
i=0 i=0

polynéme de Poincaré (resp. a support compact) de M ou les coefficients sont les nombres
de Betti : b;(M) = dim H(M) (resp. b; (M) = dim H:(M)).
On déduit de la formule de Kiinneth que parxn = pupn (X6SP. PrMxN.e = PM,cPN.c)- |

3.11 Applications

3.11.1 Théoréme du point fixe de Brouwer

Nous fixons les notations suivantes D" = {x € R", [jz]| < 1} et S"~1 = {z € R", ||z| = 1}.
La notation x - y désigne le produit scalaire usuel.
{Théoréme 3.95 : théoréme du point fixe de Brouwer] N

Toute application continue f : D™ — D" admet un point fixe.

- J

~— Lemme 3.96 N

Il n’existe pas d’application continue g : D" — S"~! telle que gisn—1 = idgn-1.
ie il n’existe pas de rétraction de D™ dans S™~ 1.

. J
Démonstration :
Sin =1 c’est immédiat (g : [—1,1] — {£1} continue est constante par connexité de [—1,1]).
R*\ {0} — K™\ {0}
Supposons n > 2. L’application r : x — H%” est homotope a idgn\ (0}

puisque le segment joignant x & 2 est inclus dans R” \ {0} (voir 3.41).
R*\{0} x [0,1]  —  R™\{0}
Supposons par 'absurde qu’un tel g existe alors (z,t) —  g(t-r(x)) deéfinit

une homotopie entre une application constante et r. Donc R™ \ {0} serait contractile. Or on
sait qu’il n’a pas la méme cohomologie que le point. D’ott une contradiction. |

Démonstration du théoréme du point fixe de Brouwer

Supposons par I’absurde lexistence d’une application continue f : D™ — D™ sans point fixe.
Pour tout z € D™ on définit g(z) € S"~! comme lintersection de S"~! avec la demi-droite
[f(z), z).

Posons u(z) = ”i%};gg”, (x + tu) - ( + tu) admet deux solutions puisque la droite (f(x),x)

intersecte S”~! en deux points. Nous ne nous intéressons qu’a la solution t > 0 : t = —z-u+
V1= ]z]? + (z-u)? Ainsi g(z) = & + t(z)u(x) est continue et vérifie gjgn-1 = idg.—1 d’out
une contradiction avec le lemme précédent. |

3.11.2 Théoréme de la boule chevelue

D’aprés 1.33, si x € S™ alors T,S"™ = {y € R"*! 2.y = 0}. Un champ de vecteurs de S"
est donc une application continue X : S* — R"*! telle que X () - = 0 pour tout .

Théoréme 3.97 : théoréme de la boule chevelue]

La sphére S™ admet un champ de vecteurs partout non nul si et seulement si n est
impair.

Démonstration :
| Sin=2m+1alors X(xo,...,%2m+1) = (—21,T0, - - ., —T2m+1, T2m) convient.
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Réciproquement, supposons qu'un tel champ de vecteurs X existe, alors il s’étend en une
application continue sur R"*1\ {0} par X(z) = X ( £ )

: Tl
Nous avons pour tout x € R*™1\ {0} : X (2) # 0 et X(x) -z =0.
R\ {0} < [0,1]  — R*\{0}
L’application H : (z,t) — cos(mt)x + sin(nt) X (x) est une homotopie

entre fo = idgn+1\ (o} et application antipodale fi(z) = —z, donc f§ = ff : H*(R" !\
{0}) = H*(R"*1\ {0}). Or f& =id et f; = (—1)""Lid, donc n est impair. [ ]
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4.1

Cohomologie de Cech

Cohomologie de Cech relative a un recouvrement

Définition 4.1 : préfaisceau]

Un préfaisceau sur un espace topologique X est un foncteur .# contravariant de la
catégorie des ouverts de X pour les morphismes inclusion dans la catégorie des groupes
abéliens envoyant l’objet initial @ sur Pobjet terminal {0}.

Remarque 4.2 : les préfaisceaux peuvent posséder des structures plus riches que celles des
groupes abéliens.

De facon équivalente :
r—(Caractérisation 4.3] N

Un préfaisceau % sur un espace topologique X est la donnée pour tout ouvert U de X
d’un groupe abélien .% (U) et pour toute inclusion d’ouverts zg : U — V d’un morphisme
de groupes .7 (i¥) : #(V) — F(U) vérifiant :

(i) Z(ig) = idzw).

(ii) SiU Cc V C W alors Z(i¥).Z (iyy,) = Z (i%,).

(iil) Z (@) = {0}.

. J

Remarques 4.4 :

e On notera pY; = .Z (i) et on parlera de morphisme de restriction.

e Un élément de .# (U) est une section de .# au-dessus de U et un élément de % (X) est
une section globale de .Z.

e Le préfaisceau constant associé au groupe G est le préfaisceau qui envoie tout ouvert
U de X sur G et tel que les restrictions sont l'identité de G.

Un morphisme de préfaisceaux sur X est une transformation naturelle de foncteurs, ie :
{Déﬁnition 4.5 : morphisme de préfaisceaux] N

Un morphisme f : . % — ¢ de préfaisceaux est la donnée, pour tout ouvert U de X de
morphismes de groupes fy : F(U) — 4(U) commutant avec les restrictions, ie pour
tout couple d’ouverts (U, V), le diagramme suivant commute :

fu

ZU) L g)
pgl lﬂg
FV) ——9(V)

Soit U = {U, }ic.4 un recouvrement ouvert d’un espace topologique X avec U; # &. Notons
U, =U;, N...NU;, et plus généralement si J C I, Uy = Nic, U;.

r—[Déﬁnition 4.6 : nerf d’un recouvrement] ~

0---ip

Le nerf de U est ’ensemble :

NU) ={ACA A+ 2, #A < o0, Us # O}
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Remarques 4.7 :
e Une partie A € N(U) est une face du nerf et une partie non vide d’une face est encore
une face, on a donc un complexe simplicial abstrait.
e Si A C B sont des faces, alors Uy D Ug.

ﬁ(Déﬁnition 4.8 : simplexe du nerf N (Z/l)} N

A

A, —
j +— o; dont

Soit p € N, un p-simplexe du nerf N(U) est une application o :

I'image est une face et o A, = {0,1,...,p}. On pourra aussi noter o = (0o, ..., 0p)
On note S, (U) P'ensemble des p-simplexes de N (U).

N\ J
Remarque 4.9 : 'image d’un p-simplexe o est nommeée support de o et est notée |o|.

Définition 4.10 : bords partiels d’un simplexe}

Sio e Sp(U), pour j =0,...,p, on note ;0 = (0p,...,0j-1,0j4+1,...,0p) € Sp—1(U) le
j-éme bord partiel de o.

On va définir une p-cochaine de U A coefficients dans un préfaisceau .# comme une appli-
cation qui & un p-simplexe o associe un élément de .7 (Uj,)).

ﬁ[Déﬁnition—Proposition 4.11 : le complexe de Cvlech} ~N

Soit X un espace topologique, U un recouvrement ouvert de X et .# un préfaisceau sur
X.
Posons pour tout p € N, le produit direct de groupes CP(U, F) = H F(Ulq)-
oceS,(U)

Un élément w € CP(U, F) s’écrit w = (o )ses,w) O Wo € F(Ujq))-
On définit les opérateurs de cobord 67 : CP(U,F) — CPTYU,ZF) par (dw), =
p+1

i Uloo .
Z(_l) pU:il‘ (Waio) Ol 0 € Spia (U).
i=0
Nous obtenons ainsi le complexe (de cochaines) de Cech (C*(U,.%),0*) de U a coeffi-
cients dans .%. §
La cohomologie de ce complexe notée H* (U, .#) se nomme la cohomologie de Cech de U
a coefficients dans .Z.

- J
Remarque 4.12 : attention, il s’agit d’'un complexe de groupes et non de modules. Toutes les
définitions et notions sur les complexes de modules de la partie 3.1 s’adaptent ici.
Démonstration :

| Nous devons vérifier que 62 = 0.
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4.2

Soient w € CP(U, . F) et 0 € Sp12(U), alors :

p+2
[6(8w)lo

Il
]
[
N—
<.
)
S <
KR
2
—
=
£
Q
q
S~—

= YD wa00)

U ~ o~
o _ i _ ] [(0g,--s Tjreens Tireens ap+2)\ =N =N
- Z( 1) ( 1) pU‘{.,‘ (w(o'o,...,dj,..A,Hi,...,o'erz))

Remarque 4.13 :

On peut remplacer le complexe de Cech par des complexes homotopes et plus petits.

Considérons C?, (U, .F) le sous-groupe de CP(U, .F) dont les éléments sont ceux de la forme

(Wo)oes, @) ol pour toute permutation ¢ : A, — A, et pour tout o € Sy(U), Woop = () wWo-

Cela implique que si 0 : Ay, — A est un p-simplexe non injectif alors w, = 0.

On peut vérifier que § : C¥ (U, .F) — CV. (U,.F), de sorte a ce que (CH (U, F),0) est

un sous-complexe de (C*(U,.7),6). On parle du complexe des cochaines alternées de Cech

relativement au recouvrement U et a valeurs dans 7.

Si < est un ordre total sur A, on pose S_';(L{) ={o € S,U),i<j=0; <0} On pose alors

Cﬁ(l/{7 F) = H Z (U)y|), on définit ¢ de fagon similaire de sorte a obtenir un nouveau
€5, W)

complexe (C?(U,.F),d), nommé complere des cochaines ordonnées de Cech relativement au

recouvrement U et & valeurs dans F.

La projection 7 : H F(U) — H Z#(Uy|) induit un morphisme de complexes

o€Sp(U) UEQ(U)

T (CPU,F),6) — (CPU, 7).

De plus la restriction de m au sous-complexe (CZ,(U,.#),d) induit un isomorphisme de

complexes 7 : (C¥, (U, F),d) — ((7(14,9*))

On montre que Uinclusion C¥, (U, F) — C*(U, F) est une équivalence d’homotopie de com-

plexes (voir par exemple http://math.stanford.edu/ conrad/papers/cech.pdf).

Ainsi 7 : C*(U, F) — C’_*} (U, F) est une équivalence d’homotopie.

Au final ces trois complexes donnent la cohomologie de Cech et on nomme aussi le complexe

C*(U, F), le complexe des cochaines singuliéres de Cech relativement au recouvrement U et

a valeurs dans .

L’intérét du complexe des cochaines alternées sur celui des cochaines ordonnées est que I'ordre

des indices n’apparait plus, ce qui facilite 1'utilisation de raffinements de recouvrements.

L’intérét du complexe des cochaines singuliéres sur celui des cochaines alternées est de pouvoir

utiliser des raffinements non injectifs. |

Cohomologie des bicomplexes de modules

Dans toute cette partie, nous considérons des modules sur un anneau A.
Un bicomplexe de cochaines est la donnée d’un triplet (C**,9** §**) ou C** est un Z X Z-
module gradué et les %7 : C» — CWtl et 649 : C — C™1J sont des morphismes de
modules tels que :
(a) Vig, jo € Z, (C%-* d%-*) et (C*J0, §*90) sont des complexes de cochaines.
(b) Vi,j € Z, 6%t 0 983 = §it1lid o 87,

Remarquons que la condition (b) est équivalente aux conditions suivantes :


http://math.stanford.edu/~conrad/papers/cech.pdf
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(b1) Vig € Z, §%* est un morphisme de complexes de cochaines (C%-* §io-*) — (CloFTlx gio+lx),
(ba) Vijo € Z,d*90 est un morphisme de complexes de cochaines (C*J0, §*J0) — (C*Jo+1 gejotl)

Une sous-catégorie D
de C est pleine si le
foncteur d’inclusion est
plein, e si

VX,Y € ObD,
Homp(X,Y) =
Home(X,Y).

Cela revient a dire que 1’on a le diagramme commutatif suivant dont les lignes et les colonnes
sont des complexes de cochaines :

§itli—1 §itLd sitlit+l
git1.i—2 C’i+1vj*1 gitli—1 Ci+1,j 9it1l.d C’i+1vj+1 gitli+l
§ind—1 §ind §iit+l
o g1 9 o, o Cig+l 9
§i—1d—1 §i—1.d si—Li+1
1,2 ) ) i1, ) ‘ i1, . ) 1,41
gi—1.d 01717J71 §i—1.d—1 lelﬁj §i— 1.3 szl,]Jrl oi—Li+
§i—2.d—1 §i—2.7 §i—2.+1

Un morphisme entre bicomplexes f :(C** 9,0) — (D**,9,6) est la donnée d’une famille de
morphismes de modules (f*7); jez, f7 : C"7 — D"/ commutant aux opérateurs 0 et 6.
On obtient ainsi la catégorie des bicomplexes de cochaines sur A, notée K (A)**.

Nous allons désormais construire un foncteur ¥ : K(A)** — K(A)*.
Considérons (C**,0,d) un bicomplexe, et posons pour tout n € Z, C*F = @ C*I ainsi
itj=k
que D¥ : C* — Ck! qui a o € CW, i + j = k, associe D¥(z) = 9% (x) + (—1)76%I(z) €
i+l g Ci+La,
Alors D¥*1 o D* = 0 (d’ott 'importance du (—1)7), comme Dillustre le diagramme suivant :

Ci+2,j
T(_l)jg’ﬂrl,j
ol CitLd CitLi+l
it
T(_l)jgm T_(_l)jgtwrl
Ci,j P Ci,j+1 pIES Ci,j+2
\/
0

On obtient ainsi un complexe de cochaines (C*, D*) nommé compleze simple.

Maintenant si f** : C** — E** est un morphisme de bicomplexes, en conservant son action
sur chaque facteur direct de C*, on obtient f : C* — E* vérifiant f**1 o D¥ = DFo fF. La
correspondance ¥ : K(A)** — K(A)* est ainsi fonctorielle.

Définition 4.14 : cohomologie d’un bicomplexe]

On appelle cohomologie d’un bicomplexe la cohomologie de son complexe simple associé.

Nous nous intéressons désormais a la sous-catégorie pleine K (A4)™* de K(A)** des bicom-
plexes du premier quadrant, c’est-a-dire les bicomplexes (C**, 9, §) vérifiant (i,7) ¢ Nx N =
A ={0}.
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~— Lemme 4.15

Soit C** un bicomplexe du premier quadrant dont toutes les lignes (resp. colonnes) sont
exactes, alors tout élément de HE (C*) admet un représentant dans C*0 (resp. COF).

.
Démonstration :

Nous ne traitons que le cas d’un bicomplexe du premier quadrant dont les lignes sont exactes,

l’autre cas se traite de maniére analogue.

Soit x € ZK(C*) c CF = @ O™ alors x = (2%9);4j—% avec Dz = 0, ie dz*° = 0,
itj=k

02%F = 0 et (z™7) + (=1)76(2™7) =0, 0t i >0, j > 0 et i +j = k, en remarquant que les

coordonnées de x forment une antidiagonale comme l'illustre le schéma (I) suivant :

* % k 0
* — *— 0 — 0
*— 0 0 0
Schéma (I) Schéma (II) : schéma de la preuve du lemme pour k& = 3.
Par exactitude des lignes, il existe z € CO*~T tel que 20F = 9z et alors  — Dz a la méme

classe de D-cohomologie que x mais sa coordonnée dans C%* est nulle. En itérant ce procédé

comme dans le schéma (II), nous obtenons un représentant & € C*0 @ C™ de la classe
itj=k

de D-cohomologie [z]. [ |

~— Corollaire 4.16

Soit (C**,0,d) un bicomplexe du premier quadrant.
Supposons que sa cohomologie horizontale (resp. verticale) soit nulle alors le complexe
simple X(C**) = (C*, D*) associé est exact.

.
Remarque 4.17 : La cohomologie horizontale (resp. verticale) d’un bicomplexe est nulle si et
seulement ses lignes (resp. colonnes) sont exactes.

Démonstration :

De méme, nous ne réalisons la démonstration seulement dans le cas ot la cohomologie hori-

zontale est nulle, autre cas se démontre de fagon similaire.

D’aprés le lemme 4.15, on peut trouver un représentant de [z] € HF(C*) dans C*) alors

0= Dz =0z +dx € CH1 @ CF1.0, par exactitude des lignes, 9%9 est injectif et donc z = 0.
|

Soient (C**,9,0) un bicomplexe de cochaines du premier quadrant, (E*,d) un complexe
de cochaines vérifiant k < 0 = E¥ = 0 et f¥: E¥ — O*9 des morphismes de modules vérifiant
k0o fk = fr+l o gk, Alors le bicomplexe (C**,0,d) augmenté par la colonne (E*,d) est la
donnée du diagramme suivant :

dt 51,0T st 11\
1 1,0 1,1
0 E f c HL.0 c Ll
d° 50 OT 50 1T
0 0,0 0,1
0 B 50 ¢ 90,0 c 0.1
0

De la méme fagon, nous avons la notion de bicomplexe augmenté par une ligne.
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4.3

Il existe alors un morphisme de complexes de cochaines naturel ¢ : E* — C* = X(C**)

k
envoyant z € E¥ sur ¢(z) = (f*(z),0) € Ck = C*0 g @C’i’k*i.

=1

ﬁ[Proposition 4. 18]

Si toutes les lignes (resp. colonnes) d’un bicomplexe C** augmenté d’une colonne (resp.
ligne) E* sont exactes alors ¢ est un quasi-isomorphisme.
Dans ce cas C* = X(C**) et E* ont méme cohomologie.

-

Démonstration :

Nous ne démontrerons que le cas d’un bicomplexe augmenté d’une colonne, ’autre cas étant
similaire.
Montrons que H* (1)) est surjectif : soit [x] € HE(C*), on peut supposer avec un raisonne-

ment analogue & celui de la démonstration du lemme 4.15 que € C*° avec Dz = 0 ie
Or = 0 et 6x = 0. Par exactitude des lignes, * = f¥(y) pour un certain y € E*. Puis
0=6x=0fFy) = fF(dy) = dy = 0 vu que f**! est injective par exactitude des lignes,
donc y € ZK(E*). Ainsi [z] = H*(¥)([y])-

Montrons que H* (1) est injectif : soit € Z5(E*) tel que ¢(x) = (f*(z),0) € BE(C*), ie
Y(z) = Dz pour un certain z € C*¥~1. Alors 62510 = f*(z), 9259 + (—1)7627 = 0 pour
i+j=k+1letj>0,02°1 =0.0n peut donc utiliser un argument similaire a celui de la
démonstration du lemme 4.15 et supposer que z € C*~10, Dans ce cas §z = f*(z) et 0z = 0
et donc par exactitude des lignes, il existe y € E¥~1 tel que z = f*~!(y). Ensuite, nous avons
X (dy) = 6f*1(y) = 52 = f¥(z), et par injectivité de f*~1, x = dy, donc = € BX(E*). D’ou
Pinjectivité de H* (). [ |

ﬁ[Proposition 4. 19]

Si un morphisme f : C** — E** de bicomplexes du premier quadrant est un §-quasi-
isomorphisme (resp. d-quasi-isomorphisme) alors ¢’est aussi un D-quasi-isomorphisme.

Complexe de Cech-de Rham

Soit M une variété différentielle lisse et U = (Uy,)ac.a un recouvrement ouvert de M.
Pour tout ¢ € N, Q9 est un foncteur contravariant de la catégorie des ouverts de M dans la
catégorie des R-espaces vectoriels et la construction du complexe de Cech pour le préfaisceau
Q7 permet d’obtenir le complexe de cochaines de R-espaces vectoriels suivant

I «u.p> I @w.n> [I .-

a€So(U) oS (U) o€S2(U)

ou CY(U,OP) = H OP(U)s)) et ot les opérateurs de cobord sont donnés par

o€S,(U)
p+1
_ 1)\t R
(&’J)a:(ao ..... Opt1) — Z( 1) wgo,...,ai,...,cfp.;.lw‘ "
i=0 i

On a donc le bicomplexe suivant, nommé bicompleze de Cech-de Rham, ou les opérateurs
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de cobord verticaux correspondent & la différentielle extérieure sur chaque composante :

d d d

COU,0?) —2- MU, 02) — C2(U, %) L — ..

d d d
CU(U,Ql) *6> Cl(u7Q1) *6> CQ(U,QI) L> o

d d d

COWU, 00— MU, Q%) 2> C2(U, 00) L - .

et dont le complexe simple associé est le complexe de Cech-de Rham.
Remarque 4.20 : on a bien la commutativité de § et de d.

L’opérateur de cobord du complexe simple X(C*(U,Q2*)) est donné par D = 6 + (—1)Pd
sur CP(U, Q7).

ﬁ[Proposition 4.21 : la suite généralisée de Mayer—Vietoris} ~

La suite de complexes de cochaines
* T 0 * 3 1 * 3 2 * 3
0— Q" (M) = C°(U,Q) = C" (U, Q") = C*(U, Q) =

est exacte, ou r est la restriction des formes différentielles sur chaque composante
([r(@)loe = wiu,,,))-

S J

Démonstration :

0

Nous devons montrer I'exactitude de la suite 0 — Q4(M) = C°(U,Q9) N cHu,09) 2
(U, 09) S
Il est évident que ker §° = r (Q9(M)) puisqu'un élément de C(U, Q9) H QU(Uy)) est

o€So(U)
une forme globale si et seulement si ses composantes sont égales sur les intersections.
Maintenant soit (pq)aec.a une partition de l'unité subordonnée au recouvrement U, et soit
w € ZP(C*(U,N9)).
Posons 7 € CP~1(U, Q%) définie par T(00...0p_1) = Z PoW(a,00,....0p_1) alOTS 0T,y =

acA
p . .
[ — —_1)* ~

Z(_l) T(”Ov---af;\i-,--wﬂ'p) B Z( 1) paw(a»”(h---y”iv--wﬂ'p).

i=0 ia
p .

Puis comme w est un cocycle, 0 = (6w)(a,0y.....0,) = Woo,...,0p + Z(f1)”10.)(&7007“.,a"__,ap).
i=0

Et dOIIC, (57-) ..... op) — Zpaw(ao ..... op) W(ao ..... op)

[0
Ainsi tout cocycle est un cobord. |

Remarque 4.22 :
Dans la preuve précédente, 7 définit en fait un opérateur d’homotopie entre l'identité et
I’application nulle.

Définissons K : CP(U, Q%) — CP~1(U,Q9) par (KW)(5p...0p_1) Z PoaW(a,00,....0p_ 1) ALOTS :
] acA
Ky = SV a0 ooy @ KNy = 50N ) =

(Zpa)w(ao,...,op) +Z(_1)l+1pa (Oc 00, 70.“ ) o')(0'0 ..... op) (5Kw)(ao ..... Op)*
Donc 6K + K§ = id. |
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f—[Proposition 4.23]

Pour toute variété différentielle M, pour tout recouvrement ouvert U, r : Q*(M) —
(C*(U, Q%)) est un quasi-isomorphisme : r* : Hpp(M) = Hp(C*(U,Q)) on
Hp(C*(U,Q*)) est la cohomologie du bicomplexe de Cech-de Rham.

-

Démonstration :

La cohomologie horizontale du bicomplexe de Cech-de Rham augmenté d’une colonne 0 —
QO(M) 4 QY(M) 4 ... est nulle, d’aprés la proposition précédente.

d d d d

00— Q2(M) —L= COU, 02) —2= CL (U, 02) —2= C2(U, 02) 2 . ..

d d d d
00— QYM) —= 0O, QY —2= (U, ) —= 2 (U, ) L — ...

d d d d

0— QM) —L> COU, 0°) —= C' U, Q%) —2> C2 (U, 0°) L — ..

0

On conclut donc avec la proposition 4.18. [ |

Nous allons maintenant voir comment le bicomplexe de Cech-de Rham permet de relier la
cohomologie de de Rham d’une variété et la cohomologie de Cech a valeurs dans le préfaisceau
constant R.

Un élément de CP(U,R) = H R peut étre vu comme une collection de nombres réels;
oeS,(U)

ou encore comme une collection de fonctions constantes r, : U, — R. Cette deuxiéme fagon

de voir permet de montrer que C*(U,R) est un sous-complexe de C*(U, ). On peut donc

augmenter le bicomplexe de Cech-de Rham par la ligne C*(U,R) :
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ﬁ(Théoréme 4.24 : de de Rham}

Si U est un recouvrement simple alors i : C*(U,R) — X(C*(U,Q*)) est un quasi-
isomorphisme, ie i* : H*(U,R) = Hp(C*(U, Q).
En particulier, d’aprés 4.23, Hy (M) ~ H5(C*(U,Q*)) ~ H*(U,R).

-

Démonstration :

Remarquons que pour tout o € S,(U), Ujy| est contractile, ainsi la suite suivante est exacte :
d d
0—>R— QO(U|U|> — Ql<U|J|) — QQ(U|U|) —

On en déduit donc que les colonnes du bicomplexe de Cech-de Rham augmenté par la ligne
C*(U,R) sont exactes et on conclut a 'aide de 4.18. [ |

Remarque 4.25 : le résultat précédent est trés fort puisqu’il permet de lier la cohomologie de
Cech qui fait intervenir la combinatoire des recouvrements a la cohomologie de de Rham qui
est basée sur des propriétés algébriques des formes différentielles. Ce résultat nous permettra
de calculer la cohomologie de Cech d’une variété différentielle sans avoir a passer par une limite
inductive, voir 4.50. De plus nous pouvons démontrer que les isomorphismes entre ces trois
cohomologies sont en fait des isomorphismes d’algébres graduées (voir la section 4.7) pour
deux certaines structures sur la cohomologie de Cech-de Rham et la cohomologie de Cech.
Quelques corollaires immédiats et exemples mettent en avant la puissance de la proposition
précédente :

Corollaire 4.26

La cohomologie de Cech H* (U, R) est la méme pour tout recouvrement simple U de M.

Si M est de type fini alors la cohomologie de Cech H *(U,R) est clairement de dimension

finie et donc :
Corollaire 4.27

Si M est de type fini alors la cohomologie de de Rham HJ, (M) est de dimension finie.

Ce résultat est donc en particulier vrai pour une variété différentielle compacte.

Exemple 4.28 : cohomologie du cercle S!

Considérons le bon recouvrement du cercle S! donné par trois ouverts Uy, U; et Us comme
sur le schéma ci-dessous.

Ug

Uz Us

Le complexe de Cech (a cochaines ordonnées) relativement a ce bon recouvrement a valeurs
dans R s’écrit

0— C°%(U,R) = C*(U,R) = 0
ou COU,R) = RER @R = {(wp,w1,ws), wa constant sur Uy} et CL{U,R) = RO R @
R = {(n¢0,1),M00,2),M(1,2))> N(a,p) constant sur Uy} et I'opérateur de cobord est donné par
(50.))((175) = wg — Wgy-
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Pour dessiner le nerf
d’un recouvrement, &
chaque ouvert on
associe un sommet, a
chaque intersection non
vide de deux ouverts on
dessine le segment
joignant les deux
sommets et & chaque
intersection non vide
de trois ouverts on
remplit la face du
triangle formé par les

trois sommets.

4.4

Ainsi kerd = {(wo,w1,w2), wo = w1 = wa} = Ret H'(SY) = R et H(S') = R*/im§ =
R3/R2 =R
Nous pouvons méme trouver un générateur de H'(S') : un 1-cocycle n est un cobord si
et seulement si 7 1) — 7(0,2) + 7(1,2) = 0, ainsi un générateur de H'(SY) est la classe de
n=(1,0,0).
-1 1 0
Remarque : matriciellement 6 = -1 0 1 |. |
0 -1 1

Exemple 4.29 : cohomologie de la sphére S?

Considérons le bon recouvrement de S? formé de trois ouverts sur ’hémisphére sud (débor-
dant sur le nord, chacun passant par le pole sud, et s’intersectant deux & deux) comme sur
la figure ci-dessous ainsi que de I’hémisphére nord. Le nerf de ce recouvrement est la surface

d’un tétraédre.

Le complexe de Cech (a cochaines ordonnées) relativement a ce bon recouvrement a valeurs
dans R s’écrit
0— C°(U,R) = C*(U,R) — C*(U,R) =0

ou C'(U,R) = RERORGR, CH(U,R) = RORGRERORODR et C2(U,R) = R PROROR.

0 1 2 3 01 02 03 12 13 23 013 023 123
Nous avons ker 6° = R et donc H°(S?) = R. Puis comme ker 5 = R, im 50 = R? (par le
rang). Puis si n € ker o' alors n est complétement déterminé par 7(0,1)» M(0,2) €t 7(0,3) ainsi
ker 6t = R3 et H'(S?) = 0. Enfin puisque im ! = C'/ker §' = R3, nous avons H?(S?) =

R*/im !t =R
-1 1 0 0
-1 0 1 0 1 -1 0 1 0 O
Remarque : 6° = _01 _01 (1) (1) et 08 = (1) (1) :18 (1) (1) ]
0 -1 0 1 o 0 0 1 -1 1
0 0 -1 1

Explicitation des isomorphismes

Nous allons améliorer le résultat 4.23 : les complexes de Cech-de Rham C* (U, Q) et de de
Rham Q*(M) ne sont pas seulement quasi-isomorphes, ils sont en fait homotopes. Nous allons
donc construire l'inverse de r & homotopie prés. Cette application nous permettra d’expliciter
un isomorphisme entre la cohomologie de de Rham et la cohomologie de Cech relativement a
un recouvrement simple et & valeurs dans le préfaisceau constant R (amélioration du dernier
point du résultat 4.24).

Dans toute cette partie, on considére M une variété différentielle, & un recouvrement ou-
vert de M, le morphisme de complexes de cochaines r : Q*(M) — X(C*(U,Q*)) ainsi que
I'opérateur d’homotopie K : C*(U, Q) — C*~H(U,Q9) de 4.22.

Posons d. = (—1)Pd sur CP(U,Q9), de sorte & ce que D =
(—1)PHAK : CP(U,Q9) — CP~H U, Q9.
La formule suivante est donnée dans [1] (prop 9.5), elle découle d’une étude détaillée de la
preuve 4.23 (voir 4.18).

0+de et K = —d.K =

n n n+1 n+1
Soit w € L™ (C*(U,2*)) alors w = Zwi € @Ci(u,Q”*i) et Dw = Zm € @Ci(u
i=0 i=0 i= i=
ot g = dwy = dewp, 17 = dwi—1 + dew; = dw;—1 + (=1)idw; si 0 < i < n+1, Pup1 = dwy.

’ QnJrlfi)
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Nous fixons ces notations pour la suite.

ﬁ[Proposition 4.30 : formule de recollement] N

Soit f: X(C*(U,Q*)) — Q*(M) le morphisme de complexes défini par

n+1

flw) = i:’ciwi - KK '
=0 =1

alors
(i) for=1id.

(ii) 7o f est homotope a I'identité.

S J

Remarque 4.31 : f(w) € C°U, Q).

~— Lemme 4.32

Pour i > 1, 6K = K6 + K~ 1d..

-

Démonstration :

Comme d. et § sont anticommutatifs, 0K + K¢ = id (4.22) et que d.£ =0:

0K = §(—d. K)K* ! = d. 6 KK = d.(id — KO)K™! = —d. KoK~ = KSK L.

En répétant ce procédé, on obtient 5K = K 16KC.

Ensuite 0K! = K716(—d. K) = K71d.6K = Ki~1d.(id — K6) = Ki~1d. + K6. |

Démonstration de 4.30 :
e Montrons que f(w) € Q*(M) :

n n+1
flw) = > Kw =Y KK 'y
=0 =1
n n+1 n
= Z ICZCLM — Z KlCiil(sw,;_l - Z K’Ciildewi
=0 =1 =1

n n+1 n
= Z Klw; — Z KK Yw; 1 — Z K(élCi — ICic;)wi d’aprés le lemme

i=0 i=1 i=1
n+1

= zn: K'w; — i KK w; + i KK'Sw; — > KK "0w; 4
=0 i=1 =1 =1

= wo+ Y (id— K8)K'w; — Kéwy
i=1
= ) (id— K§)K'w,
’L’ZO
= ZéKlCiwi puisque 0K + K§ = id (4.22)
i=0

Nous savons que f(w) € C%(U, Q") et, d’aprés le calcul précédent, que 6 f(w) = 0, donc par
4.23, il existe une unique forme différentielle @ € Q*(M), f(w) = r(@). Par injectivité de r,
on peut identifier f(w) et © et f(w) € Q*(M).

La forme @ s’obtient facilement : on a f(w)s = f(w)g sur Uyg, il suffit d’utiliser une partition
de 'unité subordonnée a U.

e Montrons que f est un morphisme de cochaines :
n+1

f(Dw) = f(n) = K'n,
:’Lj—ol n+1 n+1 :>fOD:dOf.
df(w) = dwo — d Z KK 'ni =no + Z K'ni = Z K'ni
i=0

i=1 i=1
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4.5

o for=rid:r(w)=wy € COU,Q9) et alors for(w) = f(wg) = wp. On conclut avec la fin
du premier point de la preuve.

e 7o f est homotope a I'identité : considérons L : X(C* (U %) = Z(C* (U, Q*)) Vopérateur
n—1
d’homotopie donné par Lw = Z(Lw)p (Lw), Z KKi=tDy e cPu, Qr=17P).
p=0 i=p+1
On doit montrer que id —ro f = DL+ LD.
D’aprés le premier point, si w; € Ci( Q”*Z) flwy) = 5KICZw1
1—1

i—1
Puis, DLw; = Z(SKU P+, +Zd KKy, = ZéKIC’ Pty = > K Pw; =

i—1
D (0K - KK~y

p=0
i—1

Ensuite LDw; = Léw; + Ld.w; = ZK}G Pow; + Yy KK~ P dow; = ZKIG Pow; +

p=0 p=0 p=0
i—1 i—1 i

Z K[6K"™P — K" P§|w; = Kdw; + Z KoK Pw; = Z K§K'™Pw; (d’aprés le lemme).

p=0 p=0 p=0

Finalement, comme K¢ + 6K =id = KK+ 0KK =K :
i—1 i—1

DLw+LDw; =Y (6K -K+KSK)K™ " w4+ Kdw; = Y (SK—0KK)K'™ P w;+ Kow; =
p=0 p=0

SKw; — KK 'w; + Kéw; = w; — f(w;) puisque K8 + 6K = id. |

Nous en déduisons cette amélioration du dernier point de 4.24 (explicitation de l'isomor-
phisme entre de Rham et Cech) :

Corollaire 4.33 : isomorphisme explicite entre les cohomologies de de Rham et de Cech

Si n € C"(U,R) est un n-cocyle de Cech alors la forme différentielle sur M fermée
correspondante est donnée par f(n) = K™.

Exemple 4.34 : suite de 4.28

Nous allons obtenir un générateur de H},»(S') a partir d’'un générateur de H' (U, R).

Nous avons vu en 4.28 qu’un l-cocycle non trivial sur S! pour la cohomologie de Cech est
n = (o1, 102, m2) = (1,0,0).

Si {po, p1,p2} est une partition de I'unité subordonnée au bon recouvrement de I’exemple
4.28 alors Kn = (—p1, po, 0).

Le générateur Kn de H}p,(S') est donc représenté par —d(—p1) qui est une application
plateau sur Uy N U; d’intégrale 1. |

Le théoréme de Kiinneth revu par Cech

Nous proposons une nouvelle preuve du théoréme de Kiinneth, tirant partie des liens entre
la cohomologie de de Rham et la cohomologie de Cech.
Théoréme 4.35 : théoréme de Kiinneth]

Soient M et N deux variétés différentielles telles que dim Hj,p(M) < oo ou
dim H}p(N) < 0.
Alors HE (M x N) ~ Hi (M) @ Hi 5 (N).

Démonstration :

| Supposons que dim H*(N) < co.
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Soit U = (U,) un recouvrement simple de M et considérons les projections

MxN2 SN

|

M

alors 7 1(U) = {77 1(U4)} est un recouvrement de M x N (qui n’est pas forcément un
recouvrement simple).

Il existe une application naturelle 7* : C* (U, Q*) — C*(7~1(U), Q*) agissant comme I'image
réciproque sur chaque ouvert.

Soit {[wa]} une base de Hj);(NN). On définit un morphisme de bicomplexes 7;; : H*(N) ®
C*(U, Q) = C*(n= 1 (U), %) par 7}, ([wa] @ ) = p*wa AT .

Comme Hj ,(N) est un espace vectoriel, Hf, n(N)@C* (U, 2*) consiste en plusieurs copies de
C*(U, Q) et Popérateur différentiel D de X(C*(U,Q*)) induit un opérateur sur Hy)p(N) ®
C*(U,Q*) dont la cohomologie est H)p(N) @ Hj(E(C*(U,Q2%))) = HEp(N) @ Hf g (M).
Comme la D-cohomologie de X(C*(n~1(U), Q%)) est Hj, o (M x N), si nous montrons que 77,
est un quasi-isomorphisme pour la D-cohomologie, le théoréme est démontré.

Nous allons montrer que 7;; est un quasi-isomorphisme pour la d-cohomologie :

La colonne CP (71 (U), Q*) est 'ensemble des formes différentielles sur les |_| ' (Uo))
oceS,(U)

et la colonne CP(U,*) est ensemble des formes différentielles sur les |_| Ujs|- On a

oceSp(U)

donc l'isomorphisme des d-cohomologies [[ H* (7~ (U}y)) ~ H*(F) @ []H*(Uy) ou I'iso-

morphisme est donné par le produit extérieur des images réciproques. Ainsi 7}, induit un

isomorphisme entre les d-cohomologies de C* (71 (U), Q%) et H*(F) @ C*(U,Q*).

On conclut avec 4.19. |

4.6 Cohomologie de Cech

4.6.1 Limite inductive

{Déﬁnition 4.36 : ensemble préordonné ﬁltrant] N

Un ensemble préordonné filtrant (I, <) est un ensemble préordonné tel que V(i,j) €

On rappelle qu’'un
I2,3kel, ij<k.

préordre est une

relation binaire

réflexive et transitive. - -
{Déﬁnition 4.37 : partie coﬁnale] N
Une partie J C I d’un ensemble préordonné filtrant est dite cofinale si Va € I, Jy €
J, x<y.
- J

Remarque 4.38 : une partie cofinale est encore filtrante.

Exemple 4.39 :

Soit M une variété différentielle, ’ensemble des recouvrements ouverts de M est filtrant pour
le préordre de raffinement.

L’ensemble des recouvrements simples est une partie cofinale de I’ensemble des recouvrements
ouverts de M d’aprés 3.61. |
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—{ Définition 4.40 : systéme inductif N

Soient (I, <) un ensemble préordonné filtrant et soit C une catégorie.
On appelle systeme inductif d’objets de C indexés par I la donnée d'une famille (E;);cr
d’objets de C et de morphismes f] : E; — E; pour tout couple (4,7) € I? avec i < j tels
que :

() Viel, fi =idg,.

(i) V(i,j,k) € I®,i<j<k= flofl =fk

S J

r—[Déﬁnition 4.41 : limite inductive] N

Soit (E;, f]) un systéme inductif dans une catégorie C. La limite inductive d’un systéme
inductif, si elle existe, est la donnée d’'un objet £ de C et de morphismes ¢; : E; — E
tels que Vi < 7, ¢; = ¢j 0 f7.

Le couple (E, ;) doit étre universel au sens suivant : pour tout autre couple (F, ;)
convenant, il existe un unique morphisme v : E — F tel que le diagramme suivant
commute

On note souvent F = lim E;.
La limite inductive est unique & isomorphisme unique prés.

- J
Remarques 4.42 :
e [l existe une définition encore plus générale.
e Si I admet un plus grand élément w alors la limite inductive de tout systéme inductif
est E,.

La limite inductive existe toujours pour les structures algébriques usuelles (magmas, mo-
noides, groupes, anneaux, modules sur un anneau fixé, algébres sur un corps fixé...) et pour
les espaces topologiques. Nous allons montrer quelques constructions en commencant par celle
des ensembles, qui est & la base des constructions pour les catégories citées.

Construction de la limite inductive d’ensembles 4.43

Considérons un systéme inductif (E;, fz] ) dans Ens.

Posons Eoo = | | Ei / ~ ot (i,z) ~ (j,y) & 3k, i,j <k, fF(x) = fF(y)
iel
ainsi que ¢; : x* +— [(i,z)] .

Alors ;o fI(z) = [(j, f] (z)] ~ [(i, fi ()] = [(i, 2)] = ¢(x).

Il reste a vérifier la propriété universelle : soit (F, ;) un autre couple convenant et soit & € F.
Considérons (i,x) un représentant de Z et posons u(Z) = 1;(x). On vérifie facilement que
u(z) ne dépend pas du choix du représentant : si (j,y) est un autre représentant, ¢;(y) =
i o fi(y) = vi(x). Par construction, u est unique. |

Les espaces topologiques 4.44

Dans Top, on munit F..de la topologie la plus fine rendant les applications ¢; : E; — F
continues : une partie U de E., est un ouvert si et seulement si pour tout 4, U;I(U) est un
ouvert de Fj;. ]
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Le cas des lois de composition 4.45

Soit (F;, f7) un systéme inductif de magmas (F;, ;) oit les f7 sont des morphismes.

Il existe une seule loi de composition interne * sur F., telle que les applications ¢ : E; — F
soient des morphismes.

Soient [(4,7)],[(J,y)] € Es alors comme I est filtrant, il existe k € I, i,5 < k et donc
(G, 2)] = ((k, £H@))] et [, 9)] = [(ks £4(3)]- On pose [(5,)] * ()] = (ks FF(2) ¢ FE))]
On vérifie facilement que [(7,2)] * [(4,y)] ne dépend pas du choix de k.

On vérifie facilement les propriétés suivantes :

e Si tous les *; sont commutatifs alors x ’est aussi.

e Si tous les *; sont associatifs alors * I'est aussi.

e Si tous les *; admettent un neutre e; et si f/(e;) = e; alors * posséde un neutre e (et

pi(ei) = e).

e En particulier si les E; sont des groupes alors E,, est un groupe.
Supposons maintenant que chaque E; soit muni de deux lois de composition internes +; et
*; alors Fo, est muni de + et de *.
On vérifie que si chaque *; est distributive par rapport & +; alors * est distributive par
rapport a +. Ainsi chaque E; est un anneau, il en est de méme pour F,. Nous avons les
propriétés suivantes :

e Si chaque anneau FE; est intégre, il en est de méme pour E.

e Si chaque anneau F; est un corps, il en est de méme pour E..

ﬁ[Proposition 4.46] ~

Si (Fy, ff )ijer est un systéme inductif pour I'ensemble filtrant I et si J est une partie
cofinale de I alors la restriction & J est encore un systéme inductif.
De plus (E;, f]); admet une limite inductive si et seulement si (E;, f7); admet une limite
inductive et alors thi = lﬂEl

I J

S J

Démonstration :

e Si (Ey, 7)1 admet une limite inductive, il est évident qu’elle convient pour (E;, f7) .

e Supposons maintenant que (E;, ff )s admette une limite inductive (E, ;).

Soit ¢ € I, il existe j € J, 4 < j, posons alors ¢; = ;o fij : F; — E. On vérifie que ¢; ne
dépend pas du choix de j : ¢; o fij’ = 0 fj, o fij =pj;o flj

Soient maintenant i, € I alors il existe j € J,i,i’ < j et pyofi = gokOfi’?Offl = profF = ;.
Il nous reste a vérifier la propriété universelle. Si (F, ;) est une autre limite universelle pour
I alors (F,1);); lest pour J par le premier point et il existe u : E — F faisant commuter le
diagramme suivant pour ¢,5 € J

Par construction, le diagramme commute aussi pour ¢,5 € I. |

4.6.2 Cohomologie de Cech

Soit .# un préfaisceau d’anneaux (de groupes). Considérons V = (Vg)ges un raffinement
de U = (Uq)acr, cela revient a dire qu'il existe o : J — I vérifiant Vg C U,y (3.60).
Ce raffinement ¢ induit une application ¢# : C4(U,.F) — C4(V,.#) de la facon suivante :

(Sp#w)a = Wyoo
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(remarque : si A € N(V) alors ¢(A) € N(U) et donc pour tout o € Sy(V) ona poo € S,(U)).

Proposition 4.47]

L’application p# est un morphisme de complexes de cochaines.

Démonstration :
| Soit w e CUU,.Z) et o € Sgy1(V), alors : (5(p*w))s = (bw)poo = (97 (6w))o- |

f—[Proposition 4.48]

Soient U = (Uq)r et V = (V) deux recouvrements ouverts.
Si ¢ et 9 sont deux raffinements .JJ — I alors p# et ¢)# sont homotopes.

-

Démonstration :
Considérons K : CY(U, F) — CT1(V,¥) donné par
q—1
(Kw)y = Z(—l)lw(w(go)7,,_W(gi),w(m)“_’w(gqil)) otw e CIU,F) et 0 = (0g,...,0¢-1) €
i=0
Sq=1(V).
On a alors % — o# = 6K + K§. |

D’aprés les deux propositions précédentes, si & < V alors ’application de cohomologie
H*(U,F) — H*(V,F) est bien définie. Nous avons donc un systéme inductif de groupes
{H*(U, F)}u.

Définition 4.49 : cohomologie de éech}

Soit X un espace topologique et F un préfaisceau de groupes alors la cohomologie de
Cech de X a coefficients dans .Z est la limite inductive H*(X,.%) = ligH*(Z/{, F).

ﬁ(Théoréme 4.50 : de de Rham]

Soit R le préfaisceau constant sur une variété différentielle M, alors H*(M,R) ~
Hpp(M).

-

Démonstration :

Nous avons vu dans ’exemple 4.39 que ’ensemble des recouvrements simples était une par-
tie cofinale de I’ensemble des recouvrements ouverts pour le préordre de raffinement, ainsi
d’aprés la proposition 4.46 on peut se restreindre a la limite inductive sur I’ensemble des
recouvrements simples.

Or nous avons vu en 4.24 et 4.33 que si U était un recouvrement simple alors H*(U,R) ~
Hp ().

Nous allons montrer que cet isomorphisme est compatible avec les raffinements, ce qui per-
mettra de conclure.

Nous savons que cet isomorphisme découle du quasi-isomorphisme f oi : C*(U,R) —
S(C*(U, Q%)) — Q(M).
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4.7

Soit V un raffinement de &/ donné par ¢ : J — I alors le diagramme suivant commute

Comme les applications f sont des quasi-isomorphismes, on en déduit que I’application ¢
du bas est aussi un quasi-isomorphisme et puis comme les applications ¢ sont des quasi-
isomorphismes, on en déduit que I'application ¢# du dessus est aussi un quasi-isomorphisme.
Ainsi # : H*(U,R) — H*(V,R) est un isomorphisme dés que & < V d’ott la compatibilité

demandée : Q*(M) vérifie la définition de la limite inductive. |

Remarque 4.51 : plus généralement : H*(M,R") ~ H*(M,R)® --- & H*(M,R) ~ H*(M,R)®r

n fois

R™ ~ H},o(M) © R,

Structures d’anneaux

Nous savons déja que le produit extérieur de Q*(M) induit une structure d’algebre graduée
anticommutative sur H}, (M) (cf 3.19).

Nous allons maintenant munir le complexe de Cech-de Rham d’une structure d’algebre
graduée anticommutative.
CP(U, Q) x CP (U, Q7)) — CPTP (U, Q97T

Considérons le produit (w,w”) — w*xw ou (w*wl)(ao,...,op+p/) =

""" Tpip NUjol”
Nous avons apreés calculs :

o f(w*xw) = (0w) xw + (—1)Pw * (0w)

o dwx*w') = (dw) *w + (—1)%w * (dw)
On modifie le produit * en un cup produit ~: CP(U, Q) x C? (U, Q4) — CP+ (U, Q4t) on
wew = (—1)”(p’p/>q’ql)w *w’ de sorte a ce que D soit une antidérivation pour -.
En développant chaque coté de I'égalité D(w — w') = (Dw) v w’' + (=1)PT%w < (Dw') on
obtient les conditions :

/

(— 1)V(p,p’7q7q') = (—1)vetlra.d) (=1)v@rad) = (—1)v@+1p0d)
(=1)ptrer’ad) = (_1)ptatver'+1.0.4) (=1)@rad) = (—1)atv(pp +1.0.4)
< (=1)@rad) = (—1)(@patla)
) =

(—1)ptatv(pr’ad) 1)pratp’+rpp’a’a'+1) (—1)v@r'aa

(-1

(=1)ptver’ad) = (—1)ptrpr’atld)
— = (—1)P trpp'd"d +1)
/

(-1
On en déduit que v(p,p’,q,q") = qp’ est un bon candidat et réciproquement, on vérifie qu’il
convient.
Ainsi ¥(C*(U,Q*)) est une algébre graduée associative et anticommutative pour — et D est

une antidérivation pour .

Ensuite l'inclusion du complexe de Cech C*(U,R) dans le complexe de Cech-de Rham
2(C*(U, ")) induit une structure produit sur C*(U,R) : si w € CP(U,R) et si n € CU(U,R)
alors (w ~ n>(”07"'70p+<1) = w(”ov-v”p)n(”pv---v”p-%-q)‘

Ainsi C*(U,R) est une algébre graduée et § est une antidérivation pour -.

On vérifie que si U < V alors H*(U,R) — H*(V,R) est un morphisme d’algébres et donc la
limite inductive H*(U,R) est munie d’une structure d’algébre.

Remarque 4.52 : le produit du complexe de Cech reste valable dans le cas d’un espace topolo-
gique X et permet donc d’induire une structure d’algebre sur H*(X,R).

De la méme fagon, le cup produit — restreint a C°(U, Q*) est compatible avec le produit
extérieur.
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Ainsi r : Q*(M) — S(C*(U, Q%)) et i : C*(U,R) — Z(C*(U,Q*)) sont des morphismes
d’algebres graduées et donc dans le cas d’un recouvrement simple, les isomorphismes H}, (M) =~
Hy(C*(U, Q")) ~ H*(U,R) sont des isomorphismes d’algébres graduées.

On en déduit le théoréme suivant :
Théoréme 4.53 : de de Rham]

L’isomorphisme entre les cohomologies de Cech et de de Rham H* (M,R) ~ Hyp(M)
est un isomorphisme d’algébres.
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Rappels sur les algébres

Une R-algébre A est graduée si elle est graduée comme espace vectoriel, c’est-a-dire A =
o0

@Ap avec AP des sous-espaces vectoriels de A et si le produit interne vérifie AP A7 C APTY,

k=

Un0 élément de AP est dit homogéne de degré p.

Si de plus V(z,y) € AP x A?, yx = (—1)P9zy, on dit que A est anticommutative.

Une application linéaire ¢ : A — B entre algébres graduées est homogéne de degré k si

©(AP) C BTk,

Un morphisme d’algébres graduées est une application linéaire de degré 0.

Une antidérivation sur une algébre graduée A est une application linéaire homogéne de degré

impair o : A — A qui vérifie a(zy) = a(z)y + (—1)Pza(y) six € AP et siy € A.

Si A et B sont deux R-algebres graduées, on définit le produit tensoriel A®g B par (A®g B)" =
S A7 B,

pt+q=r

Premier cas : produit tensoriel canonique

(zoy) (@' ®y)=2' @yy

Second cas : produit tensoriel anticommutatif

(.’13 ® y)(l‘/ ® y/) — (_1)dcg(y) dcg(z’)xx/ ® yy/

Dans le second cas, le produit tensoriel de deux algébres graduées anticommutatives est anti-
commutatif. C’est celui que nous utiliserons dans le théoréme de Kiinneth.

Une algébre graduée différentielle est une algébre graduée avec une antidérivation § homogéne
de degré 1 vérifiant 62 = 0. Il s’agit donc d’un complexe de cochaines. On vérifie facilement que
la cohomologie est encore une algébre graduée différentielle. De plus si A est anticommutative,
il en est de méme pour la cohomologie.
Si A et B sont des algébres graduées différentielles, il en est de méme pour A ® B avec I'anti-
dérivation §(z ®@ y) = d(z) @y + (-1)Px @ (y) siz € AP et y € B.
Quelques propriétés utiles :
e Si E ou F sont de dimension finie alors E*QF* ~ (EQF)* par (fQg)(z®y) = f(x)g(y).
e Le produit tensoriel est exact & droite.
e Le produit tensoriel entre deux algébres graduées différentielles A et B induit un iso-
morphisme d’algebres graduées H*(A) ® H*(B) = H*(A ® B).
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