Localisation des valeurs propres :

Quelques propriétés sur les disques de Gerschgorin.
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Gerschgorin est parfois
retranscrit en
Gershgorin, Ger§gorin,
Hershhornou ou
Hirschhorn.

By (w, 7) est la boule
fermée de centre w € C
et de rayon r € RT.

On retrouve de nombreuses équations aux valeurs propres (par exemple en physique :
I’équation des ondes ou 1’étude des vibrations; en mathématiques : les systémes d’équations
linéaires ou des équations différentielles ordinaires). La recherche des valeurs propres est donc
fondamentale en analyse numérique.

La localisation des valeurs propres consiste a réduire les parties pouvant contenir les valeurs
propres d’un endomorphisme. Plusieurs méthodes existent, certaines plus fines que d’autres.
Nous allons présenter une méthode d’approximation globale, c’est & dire qui ne permet pas
d’approximer chaque valeur propre, mais qui tente d’englober ’ensemble des valeurs propres :
le théoréme de Gerschgorin. Puis nous tenterons de l'affiner et d’étudier certaines propriétés
auxilliaires.

Nous nous placons dans le cas d’endomorphismes d’espaces vectoriels de dimension finie, et
les représentons donc matriciellement.

Dans toute la suite K est un sous-corps de C (pour la notion de valeur absolue) et n est un
entier strictement positif.

Les théorémes de Gerschgorin et
de Hadamard

r—' Définition } \

Soit M = (aij) S Mn(K)
Pour tout 7 € [1;n] on nomme

n n

DZ:Bf ai¢7Z|aij| = IL‘EK\‘CL”—(E|§Z|GU|
j=1 j=1
JFi J#i

Le iéme disque de Gerschgorin de M.

\ J

,—(Théoréme 1: théoréme de Gerschgorin) <

Soit M € M,,(K).
L’ensemble des valeurs propres est inclus dans la réunion des disques de Gerschgorin,
c’est a dire :

n
A est une valeur propre de M = X\ € U D;.
i=1

\ J

Remarque : en remarquant que les valeurs propres de M sont celles de M (par exemple via
la définition du polyndme caractéristique), on peut montrer que la propriété reste vraie en

n
posant D = By | ajj, Z la;j| | (on utilise les coordonnées en colonne cette fois).

=1
i#i
Démonstration directe :
X1 0
Soit A une valeur propre de M, alors il existe X = | : | € M, 1(K) \
T, 0

tel que MX = \X.

Comme les coordonnées de X sont en nombre fini non nul et sont non toutes nulles,
il existe ig € [1;n] tel que |z;,| = max (Jz;|, ¢ € [1;n]) et on remarque que |z;,| > 0.
En considérant la igéme ligne de M X = A X, il vient :
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n n
D g = ATy =) gy = Tig(A = aigig)
i=1 :

j=
J#io
= @i lIA = aigio] = Z AipjTj| < Z |aio;2;]
J#Zo J;ém
A— < 75l .
= | igio | Z| LOJ‘| | = Z | @i
1() le
J#ln J#io

Car m;, # 0 et Vi € [1;n], || > |24l

On a donc A € D;, C UDL

i=1

Démonstration comme corollaire du théoréme de Hadamard (voir ci-dessous) :

Soit A une valeur propre de M, alors 0 est valeur propre de N = M — \I,,, qui n’est

pas donc pas inversible.

Donc d’aprés le théoréme de Hadamard, N n’est pas & diagonale strictement domi-
n n

nante, il existe donc un rang i € [1;n] tel que |a; — A| = |bi;| < Z bij| = Z la;|-

i= j=
i i
Ce qui permet de conclure.

f_' Définitions } )

Soit M = (a;;) € M, (K).
o M est dite a dlagonale dominante si et seulement si

Vi € [1;n], |ai| > Z|au\

75
e )M est dite & diagonale strictement dominante si et seulement si

Vi € [1;n], lail > lai;].

j=1
J#i
e M est dite a diagonale fortement dominante si et seulement si
n
M est a diagonale dominante et 3i € [1;n], |a;;| > Z la;]-
j=1
J#i
r—(Théoréme 2: théoréme de Hadamard) N

Soit M € M,,(K).
Si M est a diagonale strictement dominante alors M est inversible.

\ J

Démonstration directe 1 :

On veut montrer que :

M € M,,(K) est a diagonale strictement dominante = M € GL,,(K).
Travaillons par contraposée :

M ¢ GL,(K) = M n’est pas a diagonale strictement dominante.

On va utiliser une démonstration similaire a celle du théoréme de Gerschgorin :
Supposons M € M,,(K) non inversible alors 0 = Det(M) = xa(0) = 0 est valeur
propre de M.




Quelques propriétés sur les disques de Gerschgorin. .. - Jean-Baptiste Campesato - Page 3/10

I 0
Alors il existe X = | : | € M, 1(K) \

Ty 0
tel que M X = 0.
Comme les coordonnées de X sont en nombre fini non nul et sont non toutes nulles,
il existe ig € [1;n] tel que |z;,| = max (Jz;], ¢ € [1;n]) et on remarque que |z;,| > 0.
En considérant la igéme ligne de M X = 0 il vient :

n n
Y igit; =0 =Y iy = Qigiy T
=1 =1

J#io
n n
= aigiollwig| = | > tigjai| < Y laig;a;]
Jj=1 Jj=1
J#io J#io
n n
< ozl »
= ‘a’l(ﬂ,g| — Z ‘aZU]‘ |.'L' | = Z |a10]|
j=1 o j=1
J#io0 J#io

Car m;, # 0 et Vi € [1;n], || > |24l
M n’est donc pas & diagonale strictement dominante.

|
Démonstration directe 2 :
Supposons par ’absurde que M n’est pas inversible, alors les vecteurs ¢;, i =1...n,
formés par les colonnes sont liés (une matrice est inversible si et seulement si elle est
de rang maximal, ici n, c’est-a-dire si les vecteurs ¢; sont libres).
n
Ainsi, il existe (X;);j=1... € K™\ {0} tel que pour tout ¢ € [1;n], Z Ajaq; = 0.
j=1
Soit k € [1;n] tel que |A\g| = max{|A;|, j = 1...n} (forcément, |A\;| # 0), alors
n
. A iV
Z)\jakj =0, d’ou apr = —Z )\—iakj. On a alors |agk| < Z lak;| car 2 < 1.
=1 i#h i#k
D’ou une contradiction.
|
Démonstration comme corollaire du théoréme de Gerschgorin :
Soit M € M,,(K) a diagonale strictement dominante.
n
Alors 0 ¢ U D;.
i=1
¢ 1o bolvns Donc, d’aprés le théoréme de Gerschgorin, 0 n’est pas valeur propre de M.
est le polynome
Xt st e POy On a donc 0 # xar(0) = Det(M) et donc que M € GL,(K).
caractéristique de M. n

Nous avons au passage ainsi montré que les deux théorémes précédents étaient équivalents.

2 Ameéliorations du théoréme de
Gerschgorin

Dans cette partie nous allons présenter et démontrer certaines (parmi tant d’autres) amé-
liorations de 'approximation de I’ensemble des valeurs propres par les disques de Gerschgorin.
Pour simplifier on nomme cercles de Gerschgorin les bords des disques de Gerschgorin, on a

n
donc que le iéme cercle de Gerschgorin est C; = ¢ x € K\ |a;; — 2| = Z las;]
j=1

J#i
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,—' Proposition 1 l N\

Soit M € M, (K).
n n
11, les D; .

On rappelle que les D; Les valeurs propres de M sont incluses dans U D; ﬂ U D;

sont les disques de i i1

Gerschgorin selon les

lignes et les D; ceux

\ 7

selon les colonnes. . .
Démonstration :

Immeédiat d’aprés la remarque de la premiére section.
|

Voici quelques rappels non exhaustifs et sans démonstration sur les matrices (ir)réductibles :
,—[Matrices (ir)réductibles} \

On rappelle qu'une matrice M = (a;;) € M, (K) est réductible :
e si et seulement s’il existe une matrice de permutation P tel que
4 (A 0
P MP_(B c
e si et seulement s'il existe une partition (I,.J) non triviale de [1;n] telle que
V(Z,]) el xJ, a;; = 0.
e si et seulement §’il existe une partie J non triviale de [1;n] telle que le sous-espace
vectoriel engendré par {e; \ j € J} soit stable par M (ou les e; forment la base
canonique de K™).

) (ou A est une matrice carrée).

On rappelle qu'une matrice M = (a;;) € M,,(K) est irréductible :

e si et seulement si M n’est pas réductible.

e si et seulement si le graphe orienté associé & M est fortement connexe.

e si et seulement si (I, + M)"~! est strictement positive.

e Une matrice ayant tous ses coefficients non nuls est irréductible.

e Une matrice ayant une ligne ou une colonne nulle est réductible.

noeuds il existe un e Soit M € M, (K). S’il existe un entier p tel que MP ait tous ses coefficients non
chemin orienté reliant nuls alors M est irréductible.

e Une matrice carrée positive irréductible ne peut posséder deux vecteurs propres
positifs linéairement indépendants.

Un graphe orienté est
dit fortement connexe
si et seulement pour

tout couple (u,v) de

u & v et un autre

reliant v & u.

\ J

,—[Proposition 2: Taussky 1948} \

Soit M € M,,(K) une matrice irréductible.
Si une valeur propre de M est sur I'extrémité de la réunion des disques de Gerschgorin
alors elle est forcément sur tous les cercles de Gerschgorin.

\. J

Démonstration utilisant la forte connexité :

Soit A une valeur propre appartenant & extrémité de la réunion des disques de
Gerschgorin.
On sait d’aprés la démonstration du théoréme de Gerschgorin qu’il existe

n
. X5
io € [1;n] tel que x;, = max (Jz;| \ k € [1;n]) et que |\ — Gip4] < g ‘ai‘)j‘%-ﬂ
io

j=1
J#io
Puis comme A\ n’est pas dans l'intérieur des disques, nous avons aussi :
n
‘/\ - ai0i0| = Z ‘a’ioj"
j=1
J#i0

Comme les % sont inférieurs ou égaux a 1, la seule possibilité est que lorsque
20

a;,; # 0 ils soient égaux & 1. Ainsi Vj € [1;n], a;,; # 0= |z;| = |24, |-
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Puis comme le graphe orienté associé & M est fortement connexe il existe au moins
un p tel que a;,p # 0, et on a donc alors |z,| = |z;,| = max (|z;], i € [1;n]).
Comme le graphe orienté associé a la matrice est fortement connexe on peut recom-
mencer le raisonnement avec p au lieu de 7y et ainsi de suite :

On a |A —apy| < Z| ap; J|| Puis comme A est sur 'extremité de la réunion des
Tp

j=1
J#p
disques, on est forcément dans le cas d’égalité, puis comme les :z]‘l sont inférieurs ou
p
égaux & 1, on a aussi que Vj € [1;n], ap; # 0= |z;| = |xp|.
Ainsi pour tout k € [1;n] on peut obtenir une suite a;,p, app17 ey Qp ke

Ce qui nous permet de conclure que Vk € [1;n], |A — agk| = Z |ak;].

J#k

Démonstration utilisant la propriété sur les partitions :

Soit A une valeur propre a I’extrémité de la réunion des disques de Gerschgorin, alors
n

il n’existe pas de k € [1;n] tel que |A — agi| < Z lak;|.
j=1
J#k
n
Donc Vk € [1;n], |A — ark| > Z lag;]. (1)
j=1
J#k
Or on a vu dans la démonstration du théoréeme de Gerschgorin qu’il existait au moins
un ¢ € [1;n] tel que |z;| = max (|z;| \ k € [1;n]) et qu’on avait alors
n

A= aii] <Y aij] (2)
j;io "
On a donc pour ces i : |A —ay;| = Z la;j|. (3) car (1) et (2)
j 1
Posons I = {i € [1;n] \ |=] —max(\xj|\k€ [1;n])}

I # & (on a vu qu’on avait au moins un élément vérifiant cette condition) et pour
tout i €1 on a, d apres (3) (pour la dernlere égalité) :

Z |ai;l|z;] = ||ZGU$]‘ = A —ayl|zi| = Z |ai;]|@]

J;ﬁz J#l J#l

=>Z |aij| (] = [4])) <0

CpA estle j;éz

complémentaire de A Or il s’agit de termes positifs, donc V5 € [1;n] \ {4}, |as;| (|zi| — |z;]) = 0.

dans E. Et donc si j ¢ I, on a (|z;| — |zj]) > 0= a;; =0.

Posons alors J = C[[l;n]]I.

Supposons J # & alors pour tout (4, §) € I xJ, a;; = 0. Ce qui signifie que la matrice
M est réductible, ce qui est absurde d’aprés I’hypothése.

Donc J = @.

Et donc Vk € [1;n] on a forcément que k € T et donc : |[A — ag| = Z lak;].

Jj=1
J#k

Corollaire : généralisation du théoréme de Hadamard}

Soit M € M,,(K).
Si M est irréductible et a diagonale fortement dominante alors M est inversible.

Démonstration :
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Supposons que 0 soit valeur propre de M, comme M est fortement diagonale cela
signifie que 0 appartient & 'extremité de la réunion des disques.

Puis comme M est fortement diagonale, il existe un cercle de Gerschgorin ne passant
pas par 0.

Comme M est irréductible, il y a contradiction (d’aprés la proposition précédente).
Donc 0 ne peut étre valeur propre et donc M est inversible.

,—' Proposition 3 : \

Soit n > 2 et M = (a;5) € M, (C).

Supposons que l'on ait p € [1;n — 1] et que I'on puisse diviser les disques de Gersch-
gorin de M en deux sous-ensembles disjoints de p et n — p disques.

Alors le premier sous-ensemble contient p valeurs propres et le second contient n — p
valeurs propres.

Pour ce théoréme, ses
deux corollaires et la
propriété suivante nous

devons nous placer

dans le cas ou K = C L )

pour pouvoir utiliser la Remarque : la démonstration se généralise pour un nombre de sous-ensembles d’union de
continuité dans C et disques disjoints supérieur a 2.

aussi pour avoir n Démonstration :

valeurs propres (en

comptant leur Notons D) la réunion des p disques de ’hypothése, et D@ celle des ¢ = n — p
multiplicité dans le disques restant. On a D® D@ = &,

polyndéme ai; sii=7

dePIri iy rédiger

la démonstration. . . ou

Pour ¢ € [0;1] définissons B(e) = (b;;(¢)) € M, (C) par b;;(e) = { cay siitj
On a B(1) = M et B(0) est la matrice diagonale ayant les mémes termes diagonaux
que M.

On sait que les valeurs propres de B(0) sont les centres des disques de Gerschgorin de
M et qu’exactement p valeurs propres de B(0) sont les centres des disques de D),
Les valeurs propres de B(e) sont les zéros de son polyndme caractéristique qui a pour
coefficients des fonctions continues en ¢.

Donc lorsque e parcourt [0; 1], les valeurs propres de B(e) se déplacent continiiment
le long de chemins du plan complexe et le rayon des disques de Gerschgorin de B(e)
varient de 0 & ceux des disques Gerschgorin de M.

Comme p des valeurs propres de B(e) sont dans D® lorsque € = 0 et que les p
disques de D®) sont disjoints de ceux de D@, ces p valeurs propres doivent encore
étre dans D) lorsque € = 1 (par continuité).

faire un schéma. ..

r—' Corollaire 1 } \

Soit M € M,,(C).
Si un disque de Gerschgorin de M est isolé alors il contient une unique valeur propre.

\ J

f_' Corollaire 2 ! N

Soit M € M,,(C).
Si les disques de Gerschgorin de M sont deux a deux isolés alors ils contiennent
chacun une unique valeur propre de M.
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3.1

,—' Proposition 4 l N\

Soient n > 2 et M = (a;;) € M, (C).

Supposons que 'on ait € € R tel que V(i,7) € [1;n], i # j = |a;;| < € et que 'on
ait aussi un certain 7 € R et un certain € [1;n] tel que

Vi e [L;n], i #r = |ar — il >n.

Alors dés que 'on a € < ﬁ, il existe une unique valeur propre A\ de M tel que

_ 2(n—1)e?
A= an | < =7
Démonstration :
0 sii#j
Soient k > 0 et K = (k;;) € M,,(C) définie par k;; = 1 sii=j#r .

kK sii=j=r
On pose M' = KMK~! € M,,(C). M’ est obtenue de M en multipliant les termes
de la ligne r, sauf le terme diagonal, par s et en multipliant les termes de la colonnes
r, sauf le terme diagonal, par £~ 1.
Le disque de Gerschgorin de la ligne r de M’ est donc centré sur a,., et de rayon
n’excedant pas (n — 1)ek.
Nous voulons désormais réduire la taille de ce disque en choisissant une petite valeur
pour k tout en le convervant disjoint des autres disques.

11 suffit pour cela de poser k = 25, en effet le rayon du disque 7 est alors inférieur a

eta’
2(n—1 2 . . P S 3 j
2n=1= ot les rayons des autres disques sont inférieurs a (n — 2)e + 37. Ainsi on a

bien que le disque r est disjoint des autres disques :
R, +R; < 2U= 4 (n—2)e+ Ly
< e+ (n—2)e+ in d’aprés I'hypothése sur e
= (n—1)e+1in
< 1 toujours d’aprés cette hypothése.
Ainsi Vi € [1;n] tel que i # r, les centres a;; et a,,. sont éloignés d’au moins 7 et
leurs disques sont donc disjoints.
Donc le disque r est disjoint de tous les autres disques et admet ainsi une unique
valeur propre d’aprés le corollaire 1.
Nous obtenons ainsi le résultat attendu.

Illustrations et applications

Comme nous travaillons en dimension finie les valeurs propres sont les valeurs spectrales,
donc ’ensemble des valeurs propres est le spectre de I’endomorphisme pour le corps considéré.
Pour une matrice M € M, (K) on notera donc Spyg, (M) l'ensemble des valeurs propres de M
qui sont dans K’ (avec K’ un sous-corps de K).

Théorémes de Gerschgorin et de Hadamard

Cas ou K = C : (les polyndmes caractéristiques sont donc scindés dans K)

3+i —1,5 0 1,54
- . 0,5 4 i 0, 54
Considérons la matrice A = V3 V3 243 0
i 1 i 4q
On remarque que A est a diagonale strictement dominante, donc d’aprés le théoréme de Ha-
damard A est inversible.
On va maintenant localiser le spectre de A.
Les disques de Gerschgorin selon les lignes sont :
By(3+1,3), B4, 2), Bf(2+ 3i, 2v/2) et By(4i, 3).

On obtient ainsi une premiére localisation des valeurs propres :

c M4((C)
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On remarque bien que 0 n’est pas valeur propre et donc que A est inversible comme l'indique
le théoréme de Hadamard.

Les disques de Gerschgorin selon les colonnes sont :

Br(3+1i,1,5+v2), By(4, 2,5 +/2), By(2+3i, 2) et By(4i, 2).

On peut donc d’aprés la premiére proposition choisir pour chaque disque de Gerschgorin le
rayon le plus petit entre celui obtenu via les colonnes et celui obtenu via les lignes.

On obtient ainsi les disques suivants :

By(3+1, 1,5+ 2), By(4, 2), Bf(2+ 3i, 2) et By(4i, 2).

Voici donc une localisation plus fine des valeurs propres :

T

Cas ou K =R : (les polynomes caractéristiques ne sont donc pas forcément scindés dans K)

1 0 -3
Considérons la matrice B= |2 3 1 | € M3(R).
10 -2

Comme B n’est pas & diagonale strictement dominante, on ne peut pas utiliser le théoréme
de Hadamard pour conclure sur l'inversibilité de B.

Les disques de Gerschgorin selon les lignes sont :

Bf(l, 3), Bf(3, 3) et Bf(—?, 1).

Ceux selon les colonnes sont :

Bf(l, 3), Bf(3, 0) et Bf(—2, 4).

On peut d’apreés la premiére proposition choisir le rayon le plus petit pour chaque disque de
Gerschgorin. On obtient ainsi la localisation suivante du spectre :

By(1, 3), Bf(3, 0) (il s’agit du point (3,0)) et Bf(—2, 1).

On obtient ainsi comme localisation du spectre :

Localisation des valeurs propres complexes Localisation des valeurs propres réelles
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3.2

3.3

Comme R n’est pas algébriquement clos (et que C est la cloture algébrique de R) il se peut
que le polynoéme caractéristique de B ne soit pas scindé dans R et donc que certaines valeurs

propres soient complexes.

C’est en effet le cas dans notre exemple ot les valeurs propres de B sont 3, —%+§i et — % — ?z
On a donc illustré les théorémes de Gerschgorin et de Hadamard ainsi que la proposition

1. Passons a la suite.

Proposition 2

Soit n > 3. Considérons C = € M,,(R).

O -1 2 -1
-1 2
C n’étant pas a diagonale strictement dominante, le théoréme de Hadamard ne nous permet

pas de conclure sur I'inversibilité de C'.
Les disques de Gerschgorin sont By (2, 1) et By(2, 2) :

Le graphe orienté associé a A est fortement de connexe : en effet tout noeud (sauf le premier
et le dernier) a un arc le reliant au nceud précédent et un autre au nceud suivant, pour tout
couple de nceuds on peut donc construire un chemin orienté les reliant.

Supposons maintenant que 0 soit valeur propre de C, alors comme 0 au bord de la réunion des
disques de Gerschgorin, d’aprés la deuxiéme propriété, 0 devrait appartenir au premier cercle
de Gerschgorin, ce qui n’est pas le cas. D’ou la contradiction.

Donc 0 n’est pas valeur propre de C, ce qui signifie que C € GL,(R) (il s’agit en fait du
résultat du corollaire).

Proposition 3 et ses corollaires

Nous allons juste illustrer le corollaire 2.

35 1 0,5
Soit D = 1 2 1 € M3 ((C)
1 1 1

Les disques de Gerschgorin sont By (3,5i, 1,5), Bf(2, 2) et By(1, 2) :
| |

Le premier disque de Gerschgorin est isolé, donc d’aprés le corollaire 2 de la proposition 3 il
contient une unique valeur propre, les deux autres (en comptant la multiplicité dans le poly-
noéme caractéristique toujours) sont dans la réunion des deux autres disques.
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3.4

C’est en effet ce qu'on verifie : les valeurs propres ont été calculées & ’aide d’un logiciel de
calcul formel et placées sur le graphique en rouge.

Proposition 4

La proposition 4 nous dit que pour une matrice respectant les hypothéses, on peut trouver un
disque de Gerschgorin de rayon de l'ordre de € si € est suffisament petit.
Nous allons illustrer la_démonstration.

5 1 0,5
Soit E=11 2 1 | € M3(C).
1 1 1
0 sii#j
Soient k > 0, r € [1;3] et K = (k;;) € M3(C) définie par k;j; =¢ 1 sii=j#r .

K sii=j=r

Posons E' = KEK~! € M;3(C). E est obtenue de D en multipliant les termes de la ligne
r, sauf le terme diagonal, par x et en multipliant les termes de la colonnes 7, sauf le terme
diagonal, par k1.
Sion pose r =1 et k =1/4 on obtient :

5 0,25 0,125
E=|4 2 1

4 1 1
On a ainsi fait diminuer le premier disque de Gerschgorin tout en faisant augmenter les deux
autres. Le but de la démonstration, avec les hypothéses, est de faire diminuer le disque conte-
nant la valeur propre tout le gardant disjoint des autres disques qui eux augmentent. Une fois
qu’on ne peut plus faire diminuer le disque (sinon les autres qui augmentent vont le toucher)
on a une bonne estimation pour cette méthode : comme le disque est isolé on sait qu’il contient
la valeur propre d’ou 'approximation.
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