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La décomposition de Dunford permet de décomposer certains endomorphismes en une
somme d’un endomorphisme diagonalisable et d’un endomorphisme nilpotent commutant. Une
des applications est de réaliser des calculs matriciels rapides (par exemple calcul d’une puis-
sance via la formule du binôme) ou d’obtenir la réduction de Jordan de l’endomorphisme de
façon relativement simple. La réduction de Jordan fera probablement l’objet d’un futur article.
Cet article présente deux démonstrations de la décomposition de Dunford : la démonstration
usuelle ainsi qu’une démonstration effective très en vogue sur internet. Cette dernière est basée
sur la méthode de Newton-Raphson et permet ainsi d’obtenir un algorithme programmable
pour calculer la décomposition de Dunford d’un endomorphisme.

Un peu de théorie. . .1

L(E) est l’ensemble des
endomorphismes de E.

Soient K un corps commutatif, E un espace vectoriel sur K de dimension finie et
u ∈ L(E) dont le polynôme minimal est scindé.
Alors il existe un unique couple (d, n) ∈ L(E)2 tel que :
• u = d+ n
• d est diagonalisable
• n est nilpotent
• n et d commutent : n ◦ d = d ◦ n.
De plus n et d sont des polynômes en u.

Décomposition de Dunford

Démonstration usuelle1.1
Remarque : le procédé de la démonstration reste valable pour n’importe quel polynôme

annulateur scindé, entre autres, d’après le théorème de Cayley-Hamilton, pour le polynôme
caractéristique s’il est scindé. Dans ce cas on travaille avec les projecteurs spectraux et les
sous-espaces caractéristiques. Notons aussi que l’existence d’un polynôme annulateur scindé
implique que le polynôme minimal l’est aussi.

L(E) est l’ensemble des
endomorphismes de E

et K[X]est l’ensemble
des polynômes à
coefficients dans K à
une indéterminée.

Soient K un corps commutatif, E un espace vectoriel sur K et u ∈ L(E).
Soient P1, . . . , Pm ∈ K[X] deux à deux premiers entres eux.

On pose P =

m∏
i=1

Pi ∈ K[X], alors :

• Ker (P (u)) =

m⊕
i=1

Ker (Pi(u)).

• Pour tout i ∈ J1;mK le projecteur de Ker (P (u)) sur Ker (Pi(u)) ⊂ Ker (P (u)) est
un polynôme en u.

Lemme : le théorème des noyaux (ou lemme des noyaux)

Démonstration :

On procède par récurrence sur m :
Initialisation au rang m = 2 :
pgcd(P1, P2) = 1⇒ ∃(A1, A2) ∈ K[X]2 tel que A1P1 +A2P2 = 1 (Bézout).

• Soit x ∈ Ker (P1(u)) ∩Ker (P2(u)) alors d’après la relation précédente
x = [(A1P1)(u)] (x) + [(A2P2)(u)] (x) = 0.
Donc Ker (P1(u)) ∩Ker (P2(u)) = {0}.
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• Soit x ∈ Ker (P1(u))⊕Ker (P2(u)) alors ∃!(x1, x2) ∈ Ker (P1(u))×Ker (P2(u)) tel
que x = x1 + x2 et :
(P (u))(x) = [P1P2(u)] (x) = [P1P2(u)] (x1) + [P1P2(u)] (x2)

= [P2(u) ◦ P1(u)] (x1) + [P1(u) ◦ P2(u)] (x2)
Car les polynômes en u commutent.

= 0
Donc Ker (P1(u))⊕Ker (P2(u)) ⊂ Ker (P (u)).

• Soit x ∈ Ker (P (u)) alors d’après la relation de Bézout :
x = [(A1P1)(u)] (x) + [(A2P2)(u)].

Posons

{
x1 = [(A1P1)(u)] (x)

x2 = [(A2P2)(u)] (x)
, il vient alors :

(P2(u))(x1) = [(P2A1P1)(u)] (x)
= [(A1P1P2)(u)] (x)

Car les polynômes en u commutent.
= [A1(u) ◦ P (u)] (x)
= 0

⇒ x1 ∈ Ker (P2(u)).
(P1(u))(x2) = [(P1A2P2)(u)] (x)

= [(A2P1P2)(u)] (x)
Car les polynômes en u commutent.

= [A2(u) ◦ P (u)] (x)
= 0

⇒ x2 ∈ Ker (P1(u)).
Donc x = x1 + x2 = x2 + x1 ∈ Ker (P1(u))⊕Ker (P2(u)).
Donc Ker (P (u)) ⊂ Ker (P1(u))⊕Ker (P2(u)).

On a ainsi montré que Ker (P (u)) = Ker (P1(u))⊕Ker (P2(u)) et que le projecteur de
Ker (P (u)) sur Ker (P1(u)) est (A2P2)(u) et que celui de Ker (P (u)) sur Ker (P2(u))
est (A1P1)(u). Il s’agit bien de polynômes en u.

Hérédité : supposons la propriété vraie pour un certain m ∈ N.
Soient P1, . . . , Pm+1 ∈ K[X] deux à deux premiers entres eux.

Posons P =

m+1∏
i=1

Pi =

(
m∏
i=1

Pi

)
Pm+1, comme

m∏
i=1

Pi et Pm+1 sont deux polynômes

premiers entres eux d’après le cas m = 2 :
Ker (P (u)) = Ker ((P1 . . . Pm)(u)) ⊕ Ker (Pm+1(u)) et les projecteurs Πm+1 de
Ker (P (u)) sur Ker (Pm+1(u)) et Π′ de Ker (P (u)) sur Ker ((P1 . . . Pm)(u)) sont des
polynômes en u.

Puis d’après l’hypothèse de récurrence : Ker ((P1 . . . Pm)(u)) =

m⊕
i=1

Ker (Pi(u)) et

pour tout i ∈ J1;mK le projecteur Πi de Ker ((P1 . . . Pm)(u)) sur Ker (Pi(u)) est un
polynôme en u.

On a ainsi que Ker (P (u)) =

m+1⊕
i=1

Ker (Pi(u)).

Puis le projecteur de Ker (P (u)) sur Ker (Pm+1(u)) est Πm+1 qui est un polynôme
en u et pour tout i ∈ J1;mK le projecteur de Ker (P (u)) sur Ker (Pi(u)) est Πi ◦ Π′

qui est bien un polynôme en u.
Ce qui clôt la récurrence.

�

Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur un corps commutatif K.
Soient (f, g) ∈ L(E)2 alors :
f, g diagonalisables et commutant ⇔ f et g sont simultanément diagonalisables.
C’est à dire qu’il existe une base de E telle que f et g soient tout deux diagonaux.

Lemme : critère de codiagonalisation (ou de diagonalisation simultanée)
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Remarque : on peut démontrer à l’aide d’une récurrence forte et du lemme de stabilité une
généralisation de cette propriété. En effet si on se donne une famille d’endomorphismes dia-
gonalisables commutant deux à deux, alors ils sont simultanéments diagonalisables. Une dé-
monstration est donnée en annexe à la fin de cet article.
La démonstration du critère nécéssite le lemme suivant :

Soient (f, g) ∈ L(E)2.
1. Si f et g commutent alors pour toute valeur propre λ de f , le sous-espace

propre de f associé à λ est stable par g.
2. Si f est diagonalisable alors l’endomorphisme induit par f sur un sous-espace

vectoriel F de E est aussi diagonalisable.

Lemme dit de stabilité

Démonstration du lemme de stabilité :

Soit x ∈ Ker (f − λIE) alors :
(f − λIE)(g(x)) = f ◦ g(x)− λg(x) = g ◦ f(x)− λg(x) = g(f(x)− λx) = g(0) = 0.
Ce qui montre le premier point.

Pour montrer le second point on va utiliser le fait qu’un endomorphisme est diago-
nalisable si et seulement s’il est annulé par un polynôme scindé à racines simples.
D’après l’hypothèse il existe P ∈ K[X] scindé à racines simples tel que P (f) = 0.
Si on note f ′ = f|F alors ∀x ∈ F , [P (f ′)] (x) = [P (f)] (x) = 0.
Donc P annule f ′ et donc f ′ est diagonalisable.

�

On rappelle qu’un
endomoprhisme u de E

est diagonalisable si et
seulement E est somme
directe de ses
sous-espaces propres.

Démonstration du critère de codiagonalisation :

⇒ : soient {µ1, . . . , µr} l’ensemble des valeurs propres de g et {λ1, . . . , λs} l’ensemble
des valeurs propres de f .

Comme f est diagonalisable on sait que E =

s⊕
i=1

Ker (f − λiIE).

Puis d’après le lemme précédent pour tout i ∈ J1; sK Ker (f − λi) est stable par g et
g|Ker (f−λi) est diagonalisable. Ce qui implique que :

Ker (f − λi) =

r⊕
j=1

(Ker (f − λiIE) ∩Ker (g − µjIE)).

On a ainsi : E =

s⊕
i=1

Ker (f−λiIE) =

s⊕
i=1

 r⊕
j=1

(Ker (f − λiIE) ∩Ker (g − µjIE))

.

Si on ne garde que les intersections différentes de {0} on peut écrire E =

l⊕
k=1

Fk avec

l ≤ rs.

Si on note pour tout k ∈ J1; lK Bk une base de Fk alors B =

l⋃
i=1

Bk est une base de E

convenant.

⇐ : si f et g commutent dans une base, ils commutent dans toute base.
Or par hypothèse il existe une base de E où f et g sont diagonaux. Or deux endo-
morphismes diagonaux commutent. On a donc exhibé une base où f et g commutent.

�

Démonstration de la décomposition de Dunford :

Existence :

Soit πu(X) =

m∏
i=1

(X − ai)ωi le polynôme minimal de u (avec i 6= j ⇒ ai 6= aj).

On sait que πu(u) = 0 (l’application nulle) et que les (X − ai)ωi sont deux à deux
premiers entres eux, donc d’après le théorème des noyaux :
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E = Ker (πu(u)) =

m⊕
i=1

Ker ((X − ai)ωi(u)) et ∀i ∈ J1;mK le projecteur Πi de E sur

Ker ((X − ai)ωi(u)) est un polynôme en u.

Posons d =

m∑
i=1

aiΠi et n = u− d.

On a bien que u = n+ d et que n et d sont des polynômes en u et commutent donc.
Il reste à vérifier que d est diagonalisable et que n est nilpotent :
• Pour tout i ∈ J1;mK soit Bi = (eik)k une base de Ker ((X − ai)ωi(u)) et alors
B =

⋃m
i=1 Bi est une base de E vérifiant d(eik) = aieik .

Donc d est diagonalisable.
• Pour tout x ∈ E il existe une unique décomposition x = x1 + . . . + xm dans
m⊕
i=1

Ker ((X − ai)ωi(u)).

Soit ω = max{ωi} alors nω(x) =

m∑
i=1

nω(xi) =

m∑
i=1

[(X − ai)ω(u)] (xi) = 0.

Donc n est nilpotent.

Unicité :
Soient (d′, n′) un autre couple convenant. Alors comme d′ commute avec n′ il com-
mute aussi avec u et donc avec tout polynôme en u, en particulier avec d. Donc d et d′
sont codiagonalisables, et donc d-d’ est diagonalisable. De même n et n′ commutent
et donc n − n′ est nilpotent (formule du binôme en la somme des deux indices de
nilpotence).
On a u = d + n = d′ + n′ ⇒ ∆ = d′ − d = n − n′ avec ∆ un endomorphisme
diagonalisable et nilpotent, or le seul endomorphisme étant les deux à la fois est
l’application nulle (en effet comme l’endomorphisme est nilpotent il admet 0 comme
seule valeur propre et comme il est diagonalisable E est égal à son unique sous-espace
propre : son propre noyau).
Donc d = d′ et n = n′.

�

Démonstration effective1.2
La première démonstration donne une méthode de calcul de la décomposition de Dunford

d’un endomorphisme à polynôme minimal scindé.
On propose ci-dessous une démonstration effective basée sur la méthode de Newton-Raphson
qui permet de montrer l’existence de la décomposition de Dunford et d’obtenir un algorithme
pour la calculer. Cette méthode est très en vogue sur internet. Voici l’adresse du document
qui semble à la base de ce phénomène :
http ://agreg-maths.univ-rennes1.fr/documentation/docs/Jordan.algor.pdf (Daniel Ferrand)
Une recherche sur internet permet d’obtenir plusieurs variantes (j’ai notamment apprécié celle
de Sébastien Breteaux http ://favetto.free.fr/agregation/dunford_ferrand_simplifie.pdf
et celle de Nicolas Ressayre http ://www.math.univ-montp2.fr/∼ressayre/dun.pdf).

Pour nous assurer que le polynôme minimal de notre endomorphisme est scindé nous allons
travailler dans E un espace vectoriel sur K de dimension finie où cette fois K est un corps
commutatif algébriquement clos (par exemple C d’après le théorème d’Alembert-Gauss).
Dans toute la suite on considère u ∈ L(E).

Nous avons d’abord besoin d’un lemme :

∀Q ∈ K[X], ∃Q̃ ∈ K[X,Y ] tel que Q(X + Y ) = Q(X) + Y Q′(X) + Y 2Q̃(X,Y )

Lemme

Démonstration du lemme :

Il suffit de le montrer sur un monôme (formule du binôme) :
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(X + Y )m =

m∑
i=0

(
m

i

)
XiY m−i = Xm +mXm−1Y + Y 2

m∑
i=2

(
m

i

)
XiY m−i−2

�

Démonstration effective de la décomposition de Dunford

Nous n’allons montrer que l’existence, l’unicité étant démontrée à la fin de la dé-
monstration usuelle.

Raisonnons par analyse synthèse :
Analyse : Si on a un couple (d, n) convenant alors comme d est diagonalisable son
polynôme minimal est scindé à racines simples puis les racines du polynôme minimal
de d sont les valeurs propres de u (En effet on peut montrer que comme d et n
commutent ils sont trigonalisables simultanément dans une base en d′ et n′ et donc
u = d+ n est semblable à d′ + n′ où la matrice de n′ n’a que des 0 sur sa diagonale,
ce qui permet de conclure.).

Synthèse : Alors si on note χu(X) =

r∏
i=1

(X−λi)ωi le polynôme caractéristique de u et

Q(X) =

r∏
i=1

(X−λi) =
χu

pgcd(χu, χ′u)
alors un endomorphisme d vérifiant Q(d) serait

un bon candidat pour obtenir l’endomorphisme diagonalisable de la décomposition
de Dunford : il serait diagonalisable car annulé par un polynôme scindé à racines
simples, vérifierait les conditions ci-dessus, il resterait à vérifier que n = u − d soit
nilpotent, que n et d commutent et sont des polynomes en u.
On va donc chercher un tel d grâce à la méthode de Newton-Raphson.

Définissons la suite d’endomorphismes suivante :

{
u0 = u

un+1 = un −Q(un)Q′(un)−1

K[u] est l’ensemble des
polynômes en u à
coefficients dans K.

Justifions d’abord qu’elle est bien définie, c’est à dire que le terme Q′(un) est bien
inversible. On va le montrer en deux étapes :
• On montre d’abord que pour tout v ∈ K[u], Q′(v) est inversible : comme les racines
de Q sont simples, Q′ est premier avec Q et donc avec le polynôme minimal de u et
donc aussi avec celui de v que l’on note πv.
Donc d’après le théorème de Bézout il existe (A,B) ∈ K[X]2 tel que
AQ′ +Bπv = 1⇒ A(v) ◦Q′(v) = Id.
Donc Q′(v) est inversible et son inverse est un polynôme en v et donc en u.
• On montre désormais par récurrence que ∀n ∈ N, un ∈ K[u] :
Initialisation : u0 = u ∈ K[u]
Hérédité : supposons un ∈ K[u] alors Q(un) ∈ K[u] et d’après le premier point
Q′(un) inversible avec Q′(un)−1 ∈ K[u].
Donc un+1 ∈ K[u], ce qui clôt la récurrence.

On va maintenant montrer qu’à partir d’un certain rang Q(un) = 0, et donc que
un stationne. Pour montrer la convergence de la suite dans la méthode de Newton-
Raphson dans le cas de fonctions réelles on utilisait la formule de Taylor-Lagrange,
on va adapter ceci à notre suite grâce au lemme.
On va montrer par récurrence sur n que ∀n ∈ N, Q(un) ∈ Q(u)2

n

K[u] :
Initialisation : Q(u0) = Q(u) ∈ Q(u)K[u] = Q(u)2

0

K[u]
Hérédité : on applique le lemme, donc il existe v ∈ K[un, Q(un)Q′(un)−1] = K[u] tel
que :
Q(un+1) = Q(un −Q(un)Q′(un)−1)

= Q(un)−Q(un)Q′(un)−1Q′(un) + (Q(un)Q′(un)−1)2v
= (Q(un)Q′(un)−1)2v

= Q(un)2(Q′(un)−2v) ∈ Q(u)2
n+1

K[u] par hypothèse de récurrence.
Ce qui clôt la récurrence.

D’après le théorème de Cayley-Hamilton χu(u) = 0. Or par définition de Q,
∃n0 ∈ N, ∀n ∈ N, (n ≥ n0 ⇒ χu|Qn ⇒ Qn(u) = 0).
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Comme n 7→ 2n est strictement croissante et que ∀n ∈ N, Q(un) ∈ Q(u)2
n

K[u], on
en déduit qu’à partir d’un certain rang, Q(un) = 0, et donc que la suite stationne.

Notons d l’endomorphisme de E sur lequel la suite stationne, on a Q(d) = 0 avec Q
scindé à racines simples, donc d est diagonalisable.
Si on note n1 le rang ou la suite stationne, il vient :
u− d = (u0 − u1) + (u1 − u2) + . . .+ (un1−1 − un1

)
= Q(u0)Q′(u0)−1 +Q(u1)Q′(u1)−1 + . . .+Q(un1−1)Q′(un1−1)−1 ∈ Q(u)K[u]

car ∀n ∈ N, Q(un) ∈ Q(u)2
n

K[u] ⊂ Q(u)K[u]
Donc il existe v ∈ K[u] tel que u − d = Q(u)v et alors (u − d)n0 = Q(u)n0vn0 = 0
(car Q(u) et v sont des polynômes en u et donc commutent).
On a ainsi montré que u− d est nilpotent.
Puis d ∈ K[u] (on a montré au début que la suite restait dans K[u]) donc d et u− d
sont des polynômes en u et commutent donc.
On a ainsi obtenu une décomposition de u vérifiant tous les points demandés.

�

En pratique2
Dans cette partie K est un corps commutatif, E un espace vectoriel sur K de dimension finie
et u ∈ L(E).

Calcul des projecteurs2.1

Supposons le polynôme minimal de u scindé : πu(X) =

m∏
i=1

(X − ai)ωi =

m∏
i=1

Pi(X) avec

Pi(X) = (X − ai)ωi et (i 6= j ⇒ ai 6= aj).

On a vu que d’après le théorème des noyaux E =

m⊕
i=1

Ker (Pi(u)).

On cherche à calculer les projecteurs Πi de E sur Ker (Pi(u)) qui sont des polynômes en u,
afin d’obtenir la décomposition de Dunford :
∀i ∈ J1;mK posons Qi = πu

Pi
alors les Qi sont premiers (mais pas deux à deux !) entres eux et

donc d’après le théorème de Bézout il existe (A1, . . . , Am) ∈ K[X]m tel que
m∑
i=1

AiQi = 1.

En appliquant en u il vient :
m∑
i=1

Ai(u) ◦Qi(u) = Id, puis d’après l’unicité de la décomposition

des vecteurs de E dans
m⊕
i=1

Ker (Pi(u)), il vient que ∀i ∈ J1;mK, Πi = Ai(u) ◦Qi(u).

La difficulté de la recherche des projecteurs réside donc dans la recherche d’une relation de
Bézout (ce qui est simple si m = 2 mais moins au dessus !).

Petit piège2.2  2 1 0
0 −1 1
0 0 −1

 =

 2 0 0
0 −1 0
0 0 −1

+

 0 1 0
0 0 1
0 0 0


On a bien décomposé la matrice en la somme d’un endomorphisme diagonalisable et d’un
endomorphisme nilpotent... Cependant ils ne commutent pas ! ! !
Ceci pour montrer qu’il faut donc toujours refaire le raisonnement de la démonstration pour
obtenir la décomposition de Dunford d’un endomorphisme et ne pas être tenté par une telle
simplification.

Application2.3
En cours de rédaction. . .
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Implémentation de la démonstration effective2.4
Voici une implémentation de la démonstration effective réalisée à l’aide de Sage :

http://www.sagemath.org/.
Sage

def dunford(A):
p=A.charpoly(x);
p=p//(p.gcd(derivative(p)));
q=derivative(p);
An=A;
Ann=An-p(An)*(q(An)^(-1));
while An!=Ann:

Tmp=Ann;
Ann=An-p(An)*q(An)^(-1);
An=Tmp;

return Ann,A-Ann

Sage
dunford(Matrix(RationalField(),[[2,3,2],[-1,-2,-6],[1,1,5]]))

Résultat
(
[ 3 4 4] [-1 -1 -2]
[ 0 -1 -4] [-1 -1 -2]
[ 0 0 3], [ 1 1 2]
)

On trouve la décomposition : 2 3 2
−1 −2 −6
1 1 5

 =

 3 4 4
0 −1 −4
0 0 3

+

 −1 −1 −2
−1 −1 −2
1 1 2

 = D +N .

Annexe3

Soient E un espace vectoriel sur K de dimension n ∈ N∗ et I un ensemble non vide.
Soit (fi)i∈I une famille d’endomorphismes de E diagonalisables et commutant deux
à deux.
Alors les fi sont simultanéments diagonalisables : il existe une base de E telle que
∀i ∈ I fi est diagonale.

Diagonalisation simultanée généralisée

Démonstration :

On réalise une récurrence forte sur n = dim(E).
Initialisation au rang n=1 : la propriété est évidente.
Hérédité : supposons un certain n ∈ N∗ telle que la propriété soit vérifiée pour tout
k ≤ n.
Soit E un espace vectoriel de dimension n+ 1.
• Cas 1 : tous les fi sont des homothéties et alors ils sont diagonalisables dans toute
base de E.
• Cas 2 : ∃i0 ∈ I tel que fi0 ne soit pas une homothétie.
Notons λ1, . . . , λr les valeurs propres de fi0 et pour tout k ∈ J1; rK, Ek le sous-espace
propre de fi0 associé à λk.
Comme fi0 n’est pas une homothétie, on a r ≥ 2.
D’après le premier point du lemme de stabilité, ∀i ∈ I, ∀k ∈ J1; rK, Ek est stable par
fi.
∀i ∈ I, ∀k ∈ J1; rK, notons fi,k l’endomorphisme induit par fi sur Ek.

Soit k ∈ J1; rK.
∀i ∈ I, fi,k est diagonalisable d’après le second point du lemme de stabilité.
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Puis comme 1 ≤ dim(Ek) ≤ n, on peut appliquer l’hypothèse de récurrence à la
famille (fi,k)i∈I . Il existe donc une base Bk de Ek telle que ∀i ∈ I, fi,k soit diagonale.

Posons alors B =

r⋃
k=1

Bk alors comme ∀i ∈ I, ∀k ∈ J1; rK, Ek est stable par fi, on a

que ∀i ∈ I, fi est diagonale.
Ce qui clôt la récurrence.

�


