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Probleme

Soit E un K-espace vectoriel et B = (e;);er une base de E. Nous notons E* I’ensemble
des formes linéaires sur F, ie 'ensemble des applications linéaires ¢ : E — K. Remarquer
que E* est un espace vectoriel pour les lois usuelles sur ’espace des applications de E' dans
K. On appelle E* I’espace dual de E.

Partie I

I-1.  Soient E; = vect(e;), F; = vect(B\ {e;}) et m; : E — E; la projection sur E;
associée a la somme directe £ = E; & F;. On note e} : E — K l'application définie par :
Veek, e(r)=[m()]e)-

Montrer que e} est 'application définie par : V iy, --,9, € I,V a1, -+, a, € K,

n
e?(za’j'elj) = 0, si Zg{ll,,ln}
j=1

n
e;‘(zaﬂ]"e’ij‘) = Qg, si Z.:Z.k; ke{1,7n}
j=1

Montrer que e} € E*.
Soit D I’application définie par :
D: E — FE*

n n
- Ny ek
z = E aj-e; E aj - e
=1 j=1

On notera D(z) par z*, de sorte que D(e;) = e}.
I-2. Montrer D est une application linéaire.
I-3. Montrer que D est injective. En déduire que dim(E*) < oo = dim(F) < oo.

I-4. On suppose ici que E est de dimension finie et on note B = (eq,--,e,). Soit

n
© € E*. On note p(e;) = ¢;. Montrer que (Z €i-e)" = .

j=1
I-5. Montrer que : dim(E) < co < dim(E*) < oo, et que dans ce cas F et E* sont
isomorphes et que B* = (e}, --,e) est une base de E*. On dit que B* est la base duale

de B.
On suppose maintenant que dim(F) = oo.
I_Gﬁ On veut m%ntrer que D n’est pas surjective. Soit ¢ : E — K ’application définie
par @(Z aj-ej;) = Zaj. Montrer que ¢ est linéaire, mais que ¢ & Im(D).
j=1 j=1
I-7. Etant donnés deux ensembles A et B , on note B4 I’ensemble des applications de

A dans B. En particulier K! est le K-espace des applications de I dans K. Soit f:E" — K!
I’application définie de la fagon suivante, Vo € E* :

flo): I — K
i = f(@)i) = ple)

Montrer que f est un isomorphisme.

* I-8.  Montrer qu'’il existe une injection de {0,1}! dans K!, mais pas d’injection de
{0,1}! dans I. En conclure que lorsque dim(F) = oo, E et E* ne sont pas isomorphes (7).

() On montre méme que dim(E™) = card(E™*) (théoreme d’Erdds-Kaplansky).



Partie I1
On note (E*)* par E**. On l'appelle I’espace bi-dual de E.
II-1. Soit z € E et d, : E* — K lapplication définie par : V ¢ € E*, §5(p) = ¢(x).
montrer que §, est linéaire, ie d, € E**.
II-2. Soit ¢ : E — E** Papplication définie par V « € E, §(z) = §,. Montrer que &
est linéaire.

II-3. Montrer que 0 est injective. En déduire que : dim(F) < oo < dim(E**) < oo et
que dans ce cas E et E* sont isomorphes.

II-4. On suppose ici que dim(E) < co. On note B = (ey, - -, ey,) une base E et soient

n
P € E** y(ef) = ;. Montrer que 5(2 ;- e;) = ¥. En déduire que § est un isomorphisme.
i=1

Remarque. Alors que D (défini dans la partie I) est un isomorphisme entre E et E*
qui dépend du choix de la base B, I'isomorphisme § n’en dépend pas. On dit que ¢ est un
isomorphisme canonique.

II-5. On veut Montrer que si dim(E) = oo, 6 n’est pas surjectif. Soit B = (e;);cs une
base de E.

II-5.a. Montrer que la famille B* = (e} );cs est une famille libre de E*.

On complete cette famille en une base &€ = B*UC de E* et on note G = vect(B*), L = vect(C).
On a alors E* = G ® L. On note ¢ = ¢g + @1 la décomposition d'un élément ¢ € E* sur
la somme directe E* = G & L.

II-5.b. Soit ¢ : E* — K lapplication définie par : o(p) = Zaj, lorsque
j=1

n
e = Zajefj. Mountrer que ¢ € E** mais que ¥ € Im(9).

=1

: Partie III

Soient E et F deux K-espaces vectoriels et f : F — F une application linéaire. On
considere ' f : F* — E* I'application définie par : Vo € E*, ' f(¢) = po f.

III-1. Montrer que f est linéaire.

III-2. Montrer que f est un isomorphisme ssi ! f est un isomorphisme.

On suppose, & partir de maintenant, que dim(E) = n, dim(F) = p. Soient Bg = (e1, -+, ep)
une base de E et Bp = (b1, --,bp) une base de F. On note M = Mat(f,Bg,Br).

II1-3. Donner Mat(f, B, By).

I11-4. Soit r = rg(f). Montrer que 'on peut compléter une certaine famille
Y = (y1,---,yr) de r éléments de (f(e1), -, f(en)) en une base (y1,---,Yr,C1," *, Cp—y)
de F, avec (c¢1,- -+, cp—r) C Bp.

III-5.  Montrer que (*f(y}), -, f(y})) est alors une base de Im(*f). En conclure
que rg(f) =rg(*f).

ITI-6.  Déduire de ce qui précede que le nombre maximal de colonne linéairement
indépendantes dans M (ie rg(M)) est aussi le nombre maximal de lignes linéairement
indépendantes de M. Retrouver dans le cas o n = p, que f est un isomorphisme ssi
t f est un isomorphisme



