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Les ellipsoides de John et de Lowner permettent d’approximer les convexes compacts de

R™. En effet, le premier est I'unique ellipsoide de volume maximal contenu dans un convexe
compact, et le second est 'unique ellipsoide de volume minimal contenant un convexe compact
donné. La convexité est une notion & la fois ancienne et trés récente. ARCHIMEDE en donne
déja une définition sommaire aux alentours de 250 avant J.-C., mais I’étude de la convexité
se développe vraiment tout d’abord avec MINKOWSKI qui en donne la premiére définition
rigoureuse a la fin du X1X° siécle et surtout a partir de 1950 ou la convexité se retrouve dans
de nombreux domaines mathématiques. C’est ce qui donne une certaine importance a 1’étude
de ces ellipsoides.
Nous présenterons donc d’abord le cadre d’étude ot nous définirons tous les outils utilisés
dans la suite, pour ensuite démontrer ’existence et I'unicité des deux ellipsoides suscités et
enfin nous donnerons une application assez inattendue de l’ellipsoide de Lowner qui permet
de retrouver un résultat de la théorie des groupes et de la géométrie, mais qui ne fait toutefois
pas appel a la convexité.

1 Définitions

Il y a plusieurs fagons de définir la notion d’espace affine, nous optons ici pour la définition
suivante.
Définition : espace afﬁne] N

Soient :
e (K,+,x,0,1) un corps commutatif dont les éléments seront nommeés scalaires.
o (V,+,-, 6) un espace vectoriel sur K dont les éléments seront nommés vecteurs.
e Un ensemble F, dont les éléments seront nommeés points.
e Uneloi p: E x F — V vérifiant :

(A1) Y(A, B,C) € E3, p(A,B) + p(B,C) = ¢(A, C) (relation de Chasles) .

Il en découle (A2) VA€ E, Vo e V,3Be FE, ¢(A,B)=1.
Zn id%azan:B Alors £ = (E,|K,V, ) est un espace affine sur K de dimension dim V' et de direction V.
AB— _BA Soit (A, B) € E?, alors on notera AB = w(A, B).

Lorsqu’il n’y aura pas de confusion possible, nous noterons simplement E au lieu de .

. J
Dans la suite nous noterons indifferemment + pour + et + et nous nous permettrons d’om-
metre les symboles X et -, le contexte déterminant le sens.

ﬁ[Propriété—Déﬁnition : barycentre] N

Soient £ un espace affine sur K, (4;)ic[i;n] € E™ et (ai)icpi;n) € K" tels que
a1+ ...4+a, #0.

n
—
Il existe alors un unique point G € E vérifiant : Z a;GA; =0
i=1
G est nommé barycentre des points (A;); pondérés par les scalaires (a;); et on note
G =bar{(A1,a1),...,(An,an)}.

. J
Démonstration :

Soit un point O, d’aprés (Al), la condition est équivalente a :
n n
- — 1 —
0= Zal(@ + OAl) = (%’ = =5 ZaiOAi.
i=1 Di1 Gi i—1
Puis d’aprés (A2), il existe un unique point G vérifiant cette condition.
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{Déﬁnition : application afﬁne] N

Soient & = (E1,K, V1) et & = (E2, K, V3) deux espaces affines sur K.

Une application f : EF; — FE5 est dite affine si et seulement s’il existe une application
linéaire f: Vi — Vs telle que V(M, N) € E2, (MN) = F(M)f(N).

De fagon équivalente, une application entre deux espaces affines est affine si et seulement
si elle conserve les barycentres.

S J

{Déﬁnition : segment} N

Soient E un espace affine réel et A, B deux points distincts de F.
On nomme segment joignant A & B I'ensemble

[AB] = {bar{(Av)‘)7 (Bau)} | /\’,U/ S R+} = {bar{(A,)\)7 (37 1- )‘)} | A€ [07 1]}
Lorsque de plus E est un espace vectoriel, on a aussi :

[AB] = {MA+(1-NB| e 0,1]}.

- J

ﬁ[Déﬁnition : partie convexe] N

Une partie C' d’un espace affine réel est dite convexe si et seulement si pour tout
(A,B) € C?, [AB] Cc C.

Dans la suite nous travaillerons dans R”™ : il s’agit d’un espace affine pour (R™,R,R™) en

considérant /@ = B — A et d’un espace euclidien (espace vectoriel réel préhilbertien de di-
mension finie, nous utiliserons le produit scalaire euclidien usuel noté (- | -) de norme associée
notée || - ||), ce qui nous permettra d’utiliser des notions topologiques.

Les ellipsoides généralisent la notion d’ellipse dans R™. On rappelle que les ellipses sont des

. . . . . f z—h)>
coniques qui admettent dans une certaine base une équation cartésienne la forme : % +

2
(ygzk ) = 1ou (h, k) est le centre de l'ellipse (cette équation quadratique se généralise avec

la propriété ci-dessous). On peut aussi voir les ellipses comme une perspective d’un cercle de
rayon 1, c’est-a-dire comme I’'image du cercle unité par une transformation affine du plan, d’ou
la définition.

Comme nous parlerons d’inclusion dans des ellipsoides, nous les définissons pleines.

{Déﬁnition : ellipso'l'de] N

Un ellipsoide de R™ est I'image de la boule unité fermée par une transformation affine
bijective de R™.
R" — R™

v s Aro avec A € GL,,(R) et b € R".

C’est-a-dire par &4 :

. J
Ainsi d’aprés le théoréme du déterminant, le volume d’un ellipsoide ¢ = ® 4 ,(B) est donné
par : vol(e)=A, (P4 (B))=|det(A)| A, (B), ot A, est la mesure de Lebesgue sur R” et B la
boule unité fermée.
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— Proposition N

Tout ellipsoide de R™ peut s’écrire comme image de la boule unité fermée par une

R — R™
— Az +b

Les ellipsoides peuvent ainsi aussi se définir comme les ensembles de la forme

{r e R | (A(x —b) | x —b) < 1} avec A une matrice symétrique définie positive et

beR™

application avec A € M,,(R) symétrique définie positive et b € R™.

S J

~Lemmes) N

e Soit A une matrice symétrique positive, alors il existe une unique matrice B symétrique
positive vérifiant A = B2. On note alors B = V/A.

e A est symétrique définie positive si et seulement si VA Dest aussi, et dans ce cas
VAT = VA

e Toute matrice inversible A peut s’écrire de facon unique comme produit d’une matrice
symétrique définie positive P et d’une matrice orthogonale U (A = PU, décomposition
polaire).

. J
Démonstration des lemmes :

e Existence : Toute matrice symétrique réelle est orthogonalement diagonalisable,
donc il existe P orthogonale et D = diag(Aq, ..., A, ) diagonale avec \; > 0 telles que
A =1tPDP. Posons A = diag(v/A1,-...,v\,), alors B = ‘PAP convient.

Unicité : Soit C' une autre matrice symétrique positive vérifiant C? = A. Pour
toute valeur propre A de A, comme C' commute avec C? = A alors E\ = ker(A—\I,)
est stable par C. Alors ’endomorphisme induit par C sur Ey vérifie u = v AI E,- Donc
les endomorphismes associés & B et C coincident sur les sous-espaces propres de A
dont R™ est somme directe. Donc B = C.

e Immédiat en remarquant que \; > 0 < /A; > 0.

e Soit A inversible, alors A'A est symétrique et définie positive. En effet

(A'AX | X) = ||!tAX||? > 0. Posons alors P = v AtA et donc U = P71 A. U est bien
orthogonale : UU = P=Y(A'A)P~ = I,, (!(P~!) = P~! car I'inverse d’une matrice
symétrique définie positive est symétrique définie positive).

Démonstration de la proposition :

Soit un ellipsoide définie par I'image de la boule unité fermée par
R" — R™ "

v s Ar+b avec A € GL,(R) et b € R™.

Par décomposition polaire on a : A = PU avec P symétrique définie positive et U
orthogonale.

(?A,b:

Si on note B la boule unité fermée de R™ alors B 5 est une bijection et
z — Uz

donc @4 ,(B) = AB+b=PUB+b=PB+b=p,(B). ¢

Soient A une matrice symétrique définie positive et b € R™ :
T € (I)AJ,(B) & ||A_1($ — b)” <1

& (A Yz —-b), A (z-b) <1

& ((AHA (2 —b), (2 —b) <1

& (Bx=b),xz-b))<1
Avec B = (A71)? qui est symétrique définie positive (I'inverse d’une matrice symé-
trique définie positive est symétrique définie positive et le produit de deux matrices
symétriques définies positives qui commutent est symétrique définie positive). On
justifie bien la derniére équivalence, et donc la propriété, par unicité de la racine
d’une matrice symétrique définie positive (qui est encore symétrique définie positive)
et de l'inverse (de méme).
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2.1

Remarquons que le choix d’une matrice symétrique définie positive caractérise ’ellipsoide pour
chacune des deux définitions, c’est-a-dire :
Soient A et B deux matrices symétriques définies positives et b € R™, alors

At B {ch,b(B) # Dp(B)

{reR" | (A(z=b)|z—-b) <1} #{x eR" | (B(x —b) |z —b) <1}
Comme ® 4 ,(B) = {z | (A71)2(x —b), (z — b)) < 1}, avec \/(A~1)2 symétrique définie posi-
tive qui est unique, vérifions le seulement pour la deuxiéme écriture. Supposons A # B alors
d’aprés le théoréme de réduction simultanée, on peut se ramener & étudier le cas A = I,
et B = diag(A1,...,\,) ou il existe au moins un i tel que \;, est différent de 1. Alors
x=b+(0,...,0,max(1, X;),0,...,0) appartient & 'un des ellipsoides mais pas a l'autre.

La seconde écriture permet aussi de retrouver la définition cartésienne d’un ellipsoide, en effet,
posons ¢ = {z € R | (A(x — b) | z — b) < 1}. Alors A est orthogonalement diagonalisable, il
existe donc une base telle que A soit diagonale avec des éléments positifs, on peut donc écrire

(I1—2b1)2 +.. (zn;2b7z)2 < 1}

ay n

Dans ce cas, on a d’aprés la démonstration précédente vol(e)= det(V A=)\, (B) = ay ... apAn(B).

dans cette base A = diag(=5,..., =) et alors : ¢ = {x e R
1 n

Les ellipsoides de JOHN et de LOWNER

En 1938, BEHREND montre que tout convexe compact d’intérieur non vide du plan admet
une unique ellipse inscrite d’aire maximale et une unique ellipse circonscrite d’aire minimale [1].
Ces résultats ont ensuite été généralisés a R™ : JOHN a démontré en 1948 dans [3] que tout
convexe compact d’intérieur non vide de R™ contenait un ellipsoide de volume maximal. A
peu prés a la méme époque, LOWNER (LOEWNER pour les anglophones) a démontré, sans
jamais le publier, que tout convexe compact d’intérieur non vide était contenu dans un unique
ellipsoide de volume minimal (en fait la convexité n’est pas nécessaire a la démonstration).
En utilisant la notion de polarité, dans le cas des convexes compacts, ces ellipsoides peuvent
se déduire I'un de l'autre.

L’unicité de Dellipsoide de volume maximal semble étre due & DANZER [4] et ZAGUSKIN [7].
La nomenclature de ces deux ellipsoides est assez confuse, ici, nous nommerons [’ellipsoide
inscrite ellipsoide de John et ellipsoide circonscrite ellipsoide de Lowner.

Ellipsoide de John

Théoréme: Ellipsoide de J ohn]

Tout convexe compact de R™ d’intérieur non vide contient un unique ellipsoide de volume
maximal.

Cette démonstration est basée sur celle de [5], elle se déroule en deux étapes, d’abord 'exis-
tence, puis I'unicité. Cette derniére étape nécessite le lemme suivant :

Lemme B

Soient A et B deux matrices symétriques définies positives et a € [0, 1], alors :
det(aA + (1 — a)B) > det(A)*det(B)!

De plus si « €]0,1[ et A # B, 'inégalité devient stricte.

S J

Démonstration :

D’aprées le théoréme de réduction simultanée, il existe P € GL,(R) et

D = diag(A1, ..., An) € M, (R), avec \; >0, telles que : A = P'P et B= PD'P.
Donc det(ad + (1 — a)B) = det(P)?det(al, + (1 — a)D) et det(A)*det(B)1~ =
det(P)%det(D)'~“.

det(P)? étant strictement positif il suffit de démontrer le lemme dans le cas ot A = I,
et B=D.
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ST (R) est I'ensemble
des matrices réelles
symétriques définies
positives et S; (R) est
I’ensemble des matrices
réelles symétriques

positives.

n n

On a det(al, + (1 —a)D) = H(a + (1= a));) et det(D)1= = H Ao
i=1 . i=1

Par concavité du logarithme Zln(a + (1 —-a)\) > Z(l — a)ln()\;), on obtient
i=1 i=1

I’inégalité recherchée en passant a ’exponentielle.
De plus si « €]0,1] et A # B, 'un des A; est forcément différent de 1, et par stricte
concavité de In, I'inégalité est stricte.

Démonstration du théoréme :

Existence :

Soit K un convexe compact de R™ d’intérieur non vide.

On note encore B la boule unité fermée, considérons alors ’ensemble des ellipsoides
contenus dans K : € = {(A,b) € ST (R) x R" | AB+b C K} # @ car K d’intérieur
non vide.

Comme S;}'*(R) C S;/(R), on a bien tous les ellipsoides contenus dans K. L’avan-
tage de ce choix est que S} (R) est un fermé alors que S;7*(R) est ouvert (d’ailleurs
SiT(R) = S}(R)), ainsi toute suite de matrices symétriques positives conver-
gente, converge vers une matrice symétrique positive. Considérons alors une suite
(Apybn)nen & éléments dans € qui converge vers (A,b) € S;F(R) x R™. Soit z € B,
comme pour tout n € N, A,z +b, € K, on a Ax +b € K par fermeture de K. Ainsi
(A,b) € €. Et donc € est fermé.

De plus € est borné, en effet, b € K qui est borné et [|[Al|| = sup,=(|Az|| avec
|Az|| < ||Axz+b||+||b]| avec Ax+b,b € K qui est borné. Il suffit ensuite de considérer
une norme produit sur M, (R) x R™ induite par ||| - ||| et || - ||

I sagit donc dun compact de SF(R) x R™ Ainsi Dapplication

¢ — R
(4,8) — [det(A)
atteint ses bornes.
Il existe donc (Ag,bg) € € tel que AgB + by soit un ellipsoide de volume maximal
contenu dans K.

est continue sur un compact, et est donc bornée et

Unicité :

Supposons par 1'absurde qu’il existe deux ellipsoides distincts ¢; = ® 4, 3, (B) et

eg = D4, p,(B) de volume maximal, on peut choisir A; et Ay symétriques définies
positives d’apreés la propriété de la partie 1 (on a det(A4;) = det(As), vu qu'ils ont
méme volume).

[ ] Sl Al 7é A2.

K étant convexe € lest aussi et donc e3 = ®a,,(B) avec A3 = (A + A) et
bs = (b1 + b3) est encore un ellipsoide contenu dans K.

D’aprés le lemme det(As) > det(A;)2det(As)2 = det(4,).

D’ot une contradiction.

e Si A; = A et donc forcément by # bs. On a ainsi deux ellipsoides identiques & une
translation prés.

Par une transformation linéaire et une translation, on peut se ramener au cas ot :
a={zeR"||z+a]| <1} etea={zeR"||z—al <1} aveca=(0,...,0,a) et
a > 0.

Considérons alors e = {x € R"’ﬁ +.o+ T2+ % < 1}, il s’agit d’un ellip-
soide de volume supérieur a celui de ¢; et de e5 car 1 +a > 1.

Puis e3 est inclus dans ’enveloppe convexe de ¢q U ¢o, en effet :

Soit @ € ez, si |z,| < a, alors z appartient au cylindre 2% + ... +22_; < 1,|z,| < «

qui est inclus dans ’enveloppe convexe de ¢; U ¢o. Sinon si x,, > « alors z, <1+ «

2
et (v, —a)? < (1_17&)2 et donc x € ¢,. Si z, < o, de méme x € ey.
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2.2

Comme K est
d’intérieur non vide, les
ellipsoides considérés
ne sont pas aplatis par
rapport a une direction,
c’est ce qui permet

d’utiliser ces équations.

L’inégalité arithmético-

géométrique mg < my :

soient z1,...,zn € RY

alors f1t--t+on
n

s N

On a donc un ellipsoide de volume supérieur & celui de ¢; et ¢o contenu dans leur
enveloppe convexe, et donc dans K. D’ou une contradiction.

N 7

Ellipsoide de Lowner

Dans le cadre des convexes compacts, on peut passer de l’ellipsoide de John & celui de
Lowner (et réciproquement) a I’aide de la notion de polarité. En effet le polaire d’un ellipsoide
est un ellipsoide, le polaire d’'un convexe compact contenant 1’origine et encore un convexe
compact contenant l'origine et C; C Cy = C3 C €. Comme nous voulons obtenir un résultat
général (sans la convexité ici), nous ne passerons pas par la notion de polarité pour déduire
Iellipsoide de Lowner & partir de celui de John. Cependant, on aurait trés bien pu d’abord
démontrer V'existence et l'unicité de lellipsoide de Lowner (sans la convexité) et utiliser la
polarité pour obtenir lellipsoide de John (en rajoutant ’hypothése de convexité).

Théoréme: Ellipsoide de Léwner]

Tout compact de R™ d’intérieur non vide est contenu dans un unique ellipsoide de volume
minimal.

Démonstration du théoréme :

Existence

On considére K un compact d’intérieur non vide, comme il est borné, il existe un
ellipsoide ¢g contenant K (on peut prendre une boule de rayon suffisament grand).
11 suffit alors de considérer les ellipsoides contenant K et contenu dans e, c’est-a-dire
E={(A,0) € SHR)xR" | K C AB+bCe}.

On peut ainsi utiliser un argument de compacité comme précédemment : € est borné
(il suffit de reprendre le raisonnement dans le cas de Pellipsoide de John ot ¢y rem-
place K) et € est fermé. En effet soit (A, by )nen une suite & éléments dans ¢ qui
converge vers (A,b) € SH(R) x R™. En utilisant le méme raisonnement que pour
lellipsoide de John, on a que AB + b C ¢g. Puis soit € K, alors pour tout n € N,
r e K c A,B+ b, donc il existe e, € B tel que x = A,e, + b,. Par compa-
cité de B, on peut extraire une sous-suite (e, (n))n convergente vers e € B, et ainsi
T = Ayn)epn) +bon) — Ae+b. Donc K C AB+b. D’ou (A,b) € €, ce qui permet

de conclure.

Unicité, 6] :

Supposons par ’absurde qu’il existe deux ellipsoides distinctes ¢; et es de volume
minimal.

Par le théoréme de réduction simultanée et par une translation on peut écrire :

2 2 3 o
elz{x\(xl—bl) +...4 (xn —bn) §1} etegz{wa—%—i—...—&—a—ggl}.

n

1 5, T}
5 Z (.131 - bz) + ? S 1;.
i=1 ?

Il est évident que K C ey Ney C e.

n 2
(xi - 771) _ 2 _ Bib; _ ofbs
Zm“} avee i = it = 2 = g o
i=1 ¢ “

1o ly ¥
T Tty

Donc e est bien un ellipsoide.

Considérons : ¢ = {x cR”

Puis e = {xGR”
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On remarque aussi que v < 1 avec égalité si et seulement si b = 0, c’est a dire si e;
et eo ont méme centre. De méme, 'inégalité arithmético-géométrique implique que

ﬂ%? > a%, ie. B; < /ay avec égalité si et seulement si a; = 1.
An(e) = An(el)’)’% HB’ < /\n(el) H Vao; < )\n(el).

i=1 i=1
Ces inégalités sont strictes sauf dans le cas ou b = 0 et V;, a; = 1, c’est-a-dire dans
le cas ou e et ey coincident.
Par hypotheése, 'inégalité est donc stricte, et ainsi : A, (e) < An(ey).
D’ott une contradiction.

Application de l’ellipsoide de Lowner |[2]

Le résultat suivant est essentiel en géométrie et théorie des groupes : tout sous-groupe
compact du groupe linéaire GL(R™) des automorphismes de R™ laisse invariant au moins une
structure euclidienne. On fera la démonstration avec des matrices, et donc avec GL,,(R) l'en-
semble des matrices carrées de dimension n X n inversibles, et intuitivement cela revient & dire
que tout sous-groupe compact du groupe linéaire est inclus dans le groupe orthogonal associé
a une certaine structure euclidienne.

En effet, cela signifie qu'il doit exister une matrice Ay symétrique définie positive vérifiant que
pour tout X, Y € R™ et pour tout M du sous-groupe compact, ! X*MA MY =tX AyY, c’est-
a-dire, en considérant les éléments d’une base, qu’il doit exister une matrice Ag symétrique
définie positive vérifiant pour tout M du sous-groupe compact ‘M AgM = Ag. Ce qui, on le
verra dans la démonstration, est bien équivalent au fait que dans une base orthonormée pour
Ap, les éléments du sous-groupe compact sont orthogonaux.

On reformule donc la proposition de la fagon suivante :

Proposition

Tout sous-groupe compact de GL,,(R) est conjugué a un sous-groupe du groupe ortho-
gonal.

Démonstration :

Soit G un sous-groupe compact de GL,,(R).
GxB — R»
(A, X) — AX

compacts, donc son image K = U AB est compacte. De plus K contient B, car

AeG
I, € G, et est donc d’intérieur non vide.

Ainsi, il existe un unique ellipsoide ¢ = {x € R™ | (Ag(z —b) | x —b) < 1} de volume
minimal contenant K (avec Ay symétrique définie positive).

L’application est continue sur un compact, comme produit de

Soit M € @, alors par définition de K, MK = K et donc Vp € Z, MPK = K. Puis
BCK Ce,ainsiVpe Z, BC K = MPK C MPe.

Donc Vp € Z, A\y(B) < A (MPe) = |det(M)[PA,(e) = |det(M)[?|det(Ag)|~2 An(B),
d’'ou Vp € Z, 1 < |det(M)|?|det(Ag)| "2 et ainsi |det(M)] = 1.

Donc si on pose B =M AyM, alors :

e B est symétrique définie positive : soit = # 0, alors ‘wBx = {(Mx)AqMx > 0 car
Mz # 0, du fait que M soit inversible, et Ay symétrique définie positive.

e KC{zxeR"|(B(x — M~'b) |z — M) <1} :soit v € K, alors Moz € K C ¢
puis (B(z — M=) |2 — M~1b) = (Ag(Mx —b) | Mz —b) < 1.

o det(B) = det(*! M AgM) = det(M)?det(Ag) = det(Ap) .

Donc par unicité de lellipsoide de volume minimal, M ~*b = b puis Ag = B (voir la
remarque a la fin de la partie 1).
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On a ainsi montré que pour tout M € G, M AyM = Ay. Ce que 'on voulait dans
un premier temps, montrons maintenant que c’est équivalent a la proposition, ce qui
justifiera aussi la remarque qui la précede :

Soit P la matrice de passage de la base canonique & une base B orthonormale pour Ay,
on a alors 'PAgP = I,, donc Ag = (*P)"'P~1 =4P )Pl ='RR avec R = P~L.
Pour tout M € G, on a alors :

Y RMR™Y)RMR™' =Y R \)WM'RRMR™ = Y(R"\)Y'MAMA;"R

=Y R YAA;'"R="(R"")'R = I,,, donc RMR™" € O,(R).

Donc PGP = RGR™! est un sous-groupe de O,,(R).
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